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ФИНСЛЕРОВА у-КОРРЕКТИРОВКА РЕЛЯТИВИСТСКИХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СООТНОШЕНИЙ 

Г. С. Асанов 

(кафедра теоретической физики) 

Предложен метод вычисления финслеровых поправок к основным динамическим соотношениям 

сопровождающим переходы между лабораторной системой отсчета, системой центра масс и системо~ 
отсчета мишени. 

Введение 

Расчеты процессов взаимодействия частиц вклю

чают использование различных динамических соот

ношений, как это описано довольно систематическим 
образом, например, в [1]. Обобщение первичной гео
метрии пространства-времени с риманова случая на 

финслеров ведет неизбежно к появлению поправок к 
динамическим соотношениям. В предположении, что 

финслерово обобщение включает единственный ха
рактерный параметр g (как в случае специально-реля
тивистской финслеровой метрической функции, вве
денной в работах [2, 3]), учет финслерова обобще
ния динамических соотношений может быть услов

но назван g-корректировкой динамических соотно

шений. Соответствующие финслеровы определения 
могут быть введены вполне определенным образом 

и на основе вполне общих рассмотрений. 

Мы назовем динамическое соотношение универ

сальным, если оно имеет фиксированный вид неза
висимо от того, вводится ли финслерово обобщение 
или нет. Прежде всего, сам вид 

Рн + Q R + ... = сохраняющаяся величина 

закона сохранения четырехмерного импульса явля

ется универсальным (в этот закон вообще не вхо

дит никакой метрический тензор). Другой важный 

пример возникает после использования дисперси

онных соотношений (2) для определения функции 
Ра = Ра ( Ра) и применения производной д / д Ра 
к тождеству Н2 (Ра(Ра), Ра) = mi. Используя финс
лерово правило 

(см. [ 4, 5]), мы немедленно получим закон 

дРо ра 

дРа ро 

универсального типа. В то же время правая сторона 

не может быть записана как Ра/ Р0 , ибо римановы 

равенства Ра = Р0 и Ра = - ра нарушаются пос
ле финслерова обобщения. Формулировка финслеро
вой динамики обнаруживает различные универсаль
ные динамические соотношения. 

1. Общие наблюдения 

Через L 0 обозначим земную лабораторию. Следуя 
обычной практике, будем считать L 0 инерциальной 

системой отсчета и представлять геометрические ве

личины их компонентами относительно собственной 

системы координат 50 системы отсчета L 0 . Соответ-
ствующие индексы Р, Q, ... будут пробегать значе-
ния 0,1,2,3, а индексы а, Ь, ... - значения 1,2,3. 

Предположим, что первичная геометрия простран

ства-времени представляется финслеровым метричес
ким тензором а, и обозначим через aPQ ( Rs) компо
ненты тензора относительно 50 , где Rs - компонен
ты ковариантного четырехмерного вектора. Ассоци
ируемая функция Гамильтона имеет вид 

(1) 

так что для двух заданных четырехмерных импульсов 

Рн и Qн, относящихся к частицам с массами покоя 
m1 и m2, соответствующие финслеровы дисперсион
ные соотношения имеют вид 

(2) 

Очевидно, Н(Рн + Qн) и Н(Рн - Qн) играют роль 
финслеровой инвариантной массы системы двух час
тиц и финслеровой инвариантной массы переданного 
импульса двух соударяющихся частиц. Следователь

но, определения 

(3) 

и 

(4) 
вводят величины s12 и t 12 , которые являются не 

чем иным, как прямыми финслеровыми обобщени
ями своих обычных классических динамических про
тотипов (см., напр., [1, гл. 2, п. 2]). Наконец, бу
дем использовать финслерово скалярное произведе
ние (PQ) импульсов Рн и Q н, которое должно быть 
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симметричным: 

(PQ) = (QP) (5) 

из-за равноправности векторов. 

Пусть L*(R) - инерциальная система отсчета, 

движущаяся в направлении вектора Rp, а нg')(R)
тетрады, представляющие собственную систему ко

ординат системы отсчета L*(R), так что 

3 

apQ(R) = L qтHiт)(R)Hbт)(R), 
Т=О 

(6) 

qт = (1, -1, -1, -1), 

нi0)(R) = Rp/H(R), (7) 

нiQ)(R)IRa=O = д~, (8) 

нiQ)(kR) = нiQ)(R), k >о. (9) 

Здесь apQ(R) - ковариантные компоненты финсле

рова метрического тензора а, так что apQaQT = д~, 
а д - символ Кронекера. Представление (6) пока
зывает, что тетрады являются ортонормированными, 

а равенство (7) - что нiQ) является единичным век
тором: 

(10) 

Вследствие (8) никакие собственно пространствен-
ные вращения не допускаются в ассоциируемых ки-

откуда вытекает, что закон преобразования из L' в 
L* имеет вид 

Pf, = NpQ(R, T)PQ, Q} = NpQ(R, T)QQ, (16) 

NpQ(R, Т) = H(P)(R)H~Q)(T). (17) 

Преобразованные выражения Н*(Р*) и Н'(Р') функ
ции Гамильтона Н(Р) из L0 в L* и в L' полу
чаются прямо после использования соответственно 

(11) и (13): 

Н*(Р*) = Н(Р), Н'(Р') = Н(Р). (18) 

2. Начальные утверждения 

Используем обозначение Lсм (Р, Q) для системы 
отсчета центра масс импульсов Рн и Q R и введем 

обычное 

Определение. Система отсчета L * ( R) является 
системой Lсм (Р, Q), если 

(19) 

Если теперь положить 

Rp = Рр +Qp (20) 

нематических преобразованиях и использовать (11) вместе с (19), то получится соот-

(11) 

из L0 в L*(R). Условие (9) согласуется с однородное-
тью 

apQ(kR) = apQ(R), k >О, (12) 

которая накладывается на метрический тензор в 

финслеровой геометрии (ер. [4, 5]). Обозначение 
Н {CJ) ( R) будет использоваться для контравариантной 

тетрады, взаимной к ковариантной тетраде нiQ)(R), 
так что 

(13) 

В частности, 

(14) 

(если использовать (7) и (13) при Rp = Qp и приме
нить (2)). 

Если на таких же основаниях рассмотрим другую 

инерциальную систему отсчета L'(T), движущуюся в 
направлении четырехмерного ковариантного векто

ра Тн, то получим 

(15) 

ношение 

(21) 

которое указывает, ввиду (7), что вектор нi0)(R) па
раллелен вектору Рр + Q р. Мы находим также, что 

Н(Рн+Qн) = Pi +Q~ (22) 

как следствие (21), (9) и (10). В правой части (22) ком
поненты Pi и Q~ определяются из системы отсчета 
LCM(P, Q). 

Итак, мы доказали следующее 

Предложение 1. При общих условиях, выдвину
тых в разделе 1, и независимо от конкретного вида 
финслеровой функции Гамильтона (1), система от

счета L с М ( Р, Q) движется в направлении векто
ра Rp, задаваемого формулой (20), и выполняется ра
венство (22). 

Ниже под L' будет пониматься система отсчета 
L'(Q) импульса Qн и формулы (15)-(17) будут приме
няться при Тн = Qн. Если рассматривается процесс 
соударения двух частиц с импульсами Рн и Q н, то 
L' играет роль системы отсчета мишени, идентифи
цируемой со второй частицей, или символически 

L' := Ltarget(Q). (23) 
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Одновременно мы будем обозначать систему центра 

масс просто через L *, или символически 

(24) 

Вектор Rp будет обозначать импульс центра 

масс (20). 
Вследствие (22) инвариантная масса yS12, опреде

ляемая согласно (3), может быть задана формулой 

(25) 

Кроме того, финслерово обобщение не модифициру
ет общее определение 

(26) 

скорости движения системы отсчета L * относитель
но L 0 и не видоизменяет ни ассоциируемый 1-Фактор 

СМ def / r;;::: / = Ro v s12 , (27) 

ни произведение 

(28) 

(ер. обычные динамические прототипы (5.3)-(5.5) в 
работе [1, гл. 2]). Таким образом, мы видим, что пред
ставления (25)-(28) имеют универсальный вид. Одна
ко вид зависимости функции s 12 от Раи Qa, функции 
,см от Vасм (или от Раи Qa) и т.д. далеко не инва
риантен и, следовательно, должен быть подвергнут 

g-корректировке систематическим образом. 

Рассмотрим теперь скорость 

(29) 

системы отсчета L* при наблюдении из L'. Применяя 
правило (15) к Rp и принимая во внимание (20) и 
(32), получаем соотношение 

(30) 

которое влечет за собой равенство 

(31) 

Сравнивая (25) с (31 ), можно заключить, что спра
ведливо соотношение 

у812 = (m2 + Р~)Н'(1, Va) (32) 

по представлениям системы отсчета L'. Поскольку 
представление (25) имеет инвариантный вид, пред
ставление (32) отличается от своего классического 

динамического прототипа множителем Н'(1, Va), ко
торый отличен от единицы в финслеровом случае. 

В качестве первого шага для конкретизации функ
ции Гамильтона (1) целесообразно предположить, 
что функция пространственно симметрична, т. е. пред
ставима в виде 

Н(Рн) = RaW(r), (33) 

где 

(34) 

Функция W ( r) играет роль обобщения классической 
Wc1 ( r) = ~ и может быть названа генериру
ющей функцией. Предположение (33)-(34) означает, 
что зависимость от Ra должна входить в финслеро
ву функцию Гамильтона только через пространствен-

но-инвариантный модуль J JаЬ RaRь. В таком случае 
очевидно, что трехмерные ковариантные скорости 

входят в определения (3) и (4) симметричным обра
зом, откуда прямо следует, что экстремум функций 

(3) и (4) достигается при vY) = vP) (удобно также 
продифференцировать (3) и (4) по Ра и применить 
закон (2)). Следовательно, справедливо следующее 

Предложение 2. Коль скоро пространственная изо
тропность сохраняется, классические неравенства 

остаются справедливыми независимо от конкретного 
типа финслерова обобщения, применяемого к динамике 
частиц. 
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