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О МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБОСНОВАНИИ 
ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНОГО ПОДХОДА К ЧИСЛЕННОМУ 

МОДЕЛИРОВАНИЮ ВОЛНОВЕДУЩИХ СИСТЕМ 

А. Н. Боголюбов, А. Л. Дел1ицын, И. Е. Могилевский 

(кафедра математики) 

Дается обзор исследований по обоснованию сходимости метода конечных элементов для волно

водных задач. 

В настоящее время в связи с широким примене

нием оптических волноводов в линиях связи прояв

ляется большой интерес к расчету диэлектрических 

волноведущих систем со сложной геометрией и не

однородным заполнением. Точные аналитические ре

шения уравнений Максвелла для электромагнитно

го поля волновода могут быть получены лишь для 

некоторых простых профилей показателя преломле
ния [ 1-3]. Даже для относительно простого профиля 
получение выражения для векторных полей мод яв

ляется весьма трудоемкой задачей. Одним из самых 

универсальных и мощных методов математического 

моделирования таких устройств является метод ко

нечных разностей в прямой и вариационной поста

новке [4-20]. 
Метод конечных элементов основывается на сла

бой вариационной формулировке граничной задачи 
[4, 13, 21-24]. Подобный подход позволяет макси
мально ослабить требования к гладкости решения и 

исследовать задачи с особенностями, например с вхо

дящими углами [25, 26]. 
Метод конечных элементов основан на локальной 

аппроксимации решения кусочно-полиномиальными 

функциями. Исходная область разбивается на подо
бласти стандартного вида, в качестве которых высту

пают треугольники или четырехугольники, возмож

но с криволинейными границами. 

Делая подобласть достаточно малой либо выби

рая достаточно высокую степень полиномов, можно 

добиться, чтобы аппроксимирующая функция доста
точно точно передавала локальное поведение реше

ния. Метод конечных элементов позволяет сосредо

точить внимание на стандартном конечном элементе 

и построить аппроксимацию независимо от место

положения данного элемента при разбиении облас

ти. В результате метод конечных элементов облада

ет, в частности, следующим свойством [5, 6, 13]. Ме
тод может применяться для областей произвольной 

формы и граничных условий общего вида, причем 
возможно нерегулярное разбиение области, т. е. на 

расположение элементов при разбиении области не 

накладываются ограничения, что позволяет приме

нять метод конечных элементов для широкого круга 

областей без использования глобальной фиксирован
ной системы координат. 

Начиная с 1960 г. опубликовано большое коли

чество работ по математическому обоснованию ме

тода конечных элементов [4, 14, 26-38], и в целом 
можно считать его хорошо разработанным для ли

нейных эллиптических задач. Возможность получе

ния априорных и апостериорных оценок позволяет 

оценить погрешности результатов численного реше

ния. Особенно хорошо техника метода конечных эле

ментов разработана применительно к задачам тео

рии упругости [25, 26, 32]. К сожалению, примени
тельно к задачам электродинамики теоретическое об

основание вариационно-разностного подхода прове

дено пока еще недостаточно полно, хотя число работ 

по практическому использованию метода конечных 

элементов для расчета волноводов ежегодно увели

чивается. Для расчета ТЕ и ТМмод однородного ме

таллического волновода используется скалярная по

становка задачи. В случае же неоднородного запол

нения необходима векторная постановка, что приво

дит к существенному усложнению проблемы. 

Одна из основных проблем, возникающих при 

применении метода конечных элементов к задачам 

электродинамики, - это появление решений, кото

рые не соответствуют реальным распространяющим

ся модам [39, 40]. Таким образом, необходимо от
сеивать фиктивные моды, которые часто называют 
«духамю> Один из способов построения алгоритма 

без фиктивных решений описан в работе [28]. 
Существуют три версии метода конечных элемен

тов: h-версия, р-версия и h-р-версия [25-27]. В h-вер
сии степень элементов, используемых для аппрокси

мации, фиксирована, обычно р = 1, 2, 3, а точность 
достигается путем разбиения области на более мел

кие элементы. При использовании р-версии метода 

конечных элементов разбиение области остается фик

сированным, а точность достигается путем увеличе

ния порядка аппроксимации. Использование р-вер

сии и h-р-версии началось сравнительно недавно, 

при этом h-р-версия, в которой точность достига

ется путем одновременного уменьшения размера эле

ментов и увеличения степени р полинома, являет

ся очень перспективным направлением. Применение 

h-р-версии к случаю кусочно-аналитической облас

ти и кусочно-аналитических граничных условий дает 

экспоненциальную скорость сходимости [25]. 
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Особый интерес в настоящее время приобрета

ют вопросы, связанные с исследованием сходимости 

построенных разностных схем и получением оценок 

точности приближенных решений. Математическая 

проблема заключается в следующем. Рассматривает

ся задача: найти действительные или комплексные Л 

и ненулевые u( х), удовлетворяющие условиям 

Lu(x) = Лu(х), х Е О, 

(1) 
Bu(x) =О, х Е дО, 

где О - ограниченная область в R2 с непрерывной 
по Липшицу границей Г = дО, L - эллиптический 
дифференциальный оператор второго порядка: 

2 

(Lu(x ))k = - L Dj (а~:) (х )Diuk) + 
i,j=l 

2 2 (2) 

+ L ь~:)(x)DiUj + L:c~k)(x)ui, 
i,j=l i=l 

причем 

2 

3а > О: Re L а~:) (х )~i~j ) all~ll 2 

i,j=l 
(3) 

Vx Е О, Vk = 1, ... , п, \/~ Е R 2
, 

2 

Bu(x) = u(x) или Bu(x) = L aijnjDiu, (4) 
i,j=l 

где n( х) = (~~) - вектор внешней нормали к Г. 
Пусть (Л, u(x)) удовлетворяют (1) в классическом 
смысле в случае граничного условия Дирихле u( х) = 
=О Vx Е Г. После умножения (1) покомпонентно на 
v* ( х), интегрирования по О и суммирования получа
ется вариационная формулировка задачи (1): 

+ i~I ь;;\x)D;u;vk + t,c;'\x)u;vk }dx = 

= a(u, v) = Л J (u, v) dx = ЛЬ(u, v) 

n 

Vv Е С1 (Щ, v =О на Г. (5) 

Из непрерывности коэффициентов следует, что 

о 1 
la(u, v)I ~ Cllull1,2llvll1,2 Vu, v Е Н (Щ, 

где 

Считается, что 

Re a(u, u) ) aallulli 2, , 

поскольку необходимое увеличение коэффициентов 

(1)( ) (2)( ) (п)( ) с1 х , с2 х , ... , Сп х на постоянную лишь сдви-

гает собственные значения [41]. Пара (Л, u), удовлет
воряющая (1) в классическом смысле, является реше
нием уравнения 

a(u, v) = ЛЬ(u, v) u Е Н 1 (Щ, Vv Е Н 1 (Щ. 

Обратное верно в случае u Е С2 (Щ [32]. 
Часто встречаются задачи вида (1) для областей с 

углами, для которых обобщенное решение не являет
ся классическим [42-47]. В общем случае негладкой 
области задача рассматривается в обобщенной поста

новке, доказывается принадлежность u к простран
ству Соболева Н2 (Щ [13, 33, 41, 46-49]. В частном 
случае выпуклой области справедливо следующее ут

верждение [ 4 7]. 
Пусть О - выпуклое открытое подмножество Rп. 

Тогда Vf Е L2 (Щ существует единственная функция 
и Е Н2 (0) - решение уравнения 

i,j=l 

и= О на Г. 

Далее предполагается, что выполнены достаточ

ные условия принадлежности решения задачи (5) 
о 

пространству Н2 (Щ. Вводится оператор Т: Н 1 (Щ---+ 
о 

Н 1 (О), определенный из равенства 

о 

a(Tf, v) = b(f, v) Vv Е Н 1(0). (6) 

По теореме Лакса-Мильграма задача (6) имеет един
ственное оганиченное решение Vf Е L2 (0), т. е. 

о о 

оператор Т: Н 1 (0) ---+ Н 1(0) ограничен, более то-
го, Т - компактный оператор (по теореме Релли
ха) [41]. Из (5) и (6) следует, что (Л, u) - собст
венное значение и собственная функция оператора L 
тогда и только тогда, когда Tu = (1/Л)u, u #- О, 
т. е. Л - характеристическое число оператора Т. Со
гласно спектральной теории для компактных опера

торов [50] спектр (Т(Т) - счетное множество. 
Далее, пусть Т - компактный оператор Т: 

Н8 (0)---+ Н8 (0), Th - семейство компактных опера
торов Th: Н8 (0) ---+ Н8 (0), О < h ~ 1, таких, что 
Th ---+ Т при h ---+ О, µ - собственное значение 
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оператора Т алгебраической кратности m. Пусть Г -
окружность в комплексной плоскости с центром в 

точкеµ лежит в резольвентном множестве р(Т) и не 
содержит других точек спектра (Т(Т). Оператор 

Е(µ) = ~ ! Rz(T)dz 
27ri 

г 

является оператором проектирования на пространст

во собственных и присоединенных функций, соот
ветствующее собственному значению µ [51, 52], т. е. 
R(E) = N ((µ - Т)°'), где R - область значений 
оператора Е. Для достаточно малого h [53, 54], при
чем Г С p(Th), существует 

dimR (Eh(µ)) = dim R (Е(µ)) = m. 

В работе [55] рассматривается проблема спектраль
ной аппроксимации компактного оператора следу

ющего вида Т: Н s (О) ---+ Н s+c: (О) в гильбертовом 
пространстве Н8 (0). В работах [29, 56] аналогич
ный результат получен для случая компактных опера

торов в банаховом пространстве. В [29], кроме то
го, содержится применение его к методу смешанных 

конечных элементов для задач второго и четвертого 

порядка. Случай некомпактного самосопряженного 
оператора рассмотрен в работах [57, 58]. Получены 
следующие результаты по применению метода Га

леркина [55]. Пусть Hh - семейство конечномерных 
о 

подпространств Н 1 (0) (обычно это кусочно-линей-
ные или кусочно-полиномиальные функции). Проек
ционный метод состоит в аппроксимации u функци
ями uь Е Hh, где uь - решение задачи 

о 

а(uь, vь) = Л(h)Ь(uь, vь) \ivь Е Н h· (7) 

Ограниченный оператор Th: Н1 (Щ---+ Н 1 (Щ являет
ся проекцией оператора Т [30-32]. Поскольку допол
нительная гладкость решения считается доказанной, 
то выполнено неравенство 

11Tflls+2,2 ~ Cllflls,2 \is. (8) 

Пусть µ( h) - ненулевое собственное значение опе
ратора Th: 

Оператор Th определяется посредством равенства 

Л(h) = µ- 1 (h) - собственное значение дискретной 
задачи. 

Справедлива оценка [55, 56]: 

(10) 

Величина (Т - Th)f оценивается в норме L2 (Щ сле
дующим образом: 

Пусть Л - собственное значение задачи (5) алгебра
ической кратности m, µ = 1/ Л. Тогда собственные 
значения дискретной задачи (для Th) µ 1 ( h), ... , µm ( h) 
сходятся кµ. В [55] получены оценки 

( ) 

-1 

1 m 1 

Л- m ?= Л·(h) 
J=l J 

где {щ}~1 , {wi}~ 1 - ортонормированные базисы 
в пространстве собственных функций операторов Т 
и Th соответственно. 

Приведенные в данной работе результаты, и в 
частности оценки для собственных значений, дают 

возможность строить алгоритмы с гарантируемой 

точностью приближения на основе вариационно-раз
ностного подхода. 

Работа выполнена при поддержке Российского 

фонда фундаментальных исследований (грант 97-01-
01081). 
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