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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 519.2:534 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВОЗМОЖНОСТЕЙ. 
МЕТОДЫ ОПТИМАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ И ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

Оценивание нечетких элементов и параметров их распределений 

Ю. П. Пытьев 

(кафедра компьютерных методов физики) 

Рассматриваются методы оптимального оценивания нечетких элементов и параметров их распре­

делений, основанные на минимизации возможности и (или) необходимости ошибки оценивания. 

Введение 

В последние два десятилетия внимание исследова­

телей, работающих в различных предметных облас­

тях, привлекают проблемы оптимизации оценивания 
и принятия решений в нечеткой обстановке, при не­

четких целях и предпочтениях, при нечетких ограни­

чениях и множествах альтернатив. Исследованы не­

четкие варианты теории игр, математического про­

граммирования, теории полезности и т. д. (см., напр., 

[1-6]). 
В предлагаемой работе рассматриваются методы 

оптимизации оценивания нечетких элементов и па­

раметров их распределений, основанные на миними­

зации возможности (или/и необходимости) ошибки 

оценивания. Изложение следует схемам, принятым в 

теориях статистических решений и статистического 

оценивания [7, 8]. 

1. Оценивание нечеткого элемента 

Рассмотрим задачу оценивания ненаблюдаемого 

нечеткого элемента ~ Е Х [9], в которой требуется 
указать «четкий» элемент Х, значение которого мож­

но считать в известном смысле наилучшей оценкой 

~. Например, одна из простейших оценок нечеткого 

элемента ~ Е Х - наиболее возможное его значение 

х~ Е Х = Х, выбираемое из множества*) 

{ х Е Х, <р~(х) = max<p~(y)} = 
уЕХ 

= {х Е Х, Р~({х}) = maxP~({y})}. 
уЕХ 

Рассмотрим класс методов оптимального оцени­

вания, основанных на понятии нечеткого отношения 

погрешности (Х х .Х, l(-, ·)), в котором l(x, у) -
возможность ошибки, обусловленной заменой х Е 

*) В этой работе возможность Р(·) считается продолженной 
на алгебру Р(Х) всех подмножеств Х [10]. 

**)Например, l(x,y) = (2/7r)arctg(c:2 (x - у) 2 ), или l(x,y) = 

= min(l, (х - у) 2 ), если Х = Х = (-оо, оо). 

Е Х в равенстве ~ = х на у Е Х (аналог ве­
личины ошибки)**) . При фиксированном у Е Х 
речь идет о нечетком множестве ( Х, l ( ·, у)) [ 11], воз­
можность ошибки отождествляется с возможностью 
l(x, у) включениях Е Х в это множество [12]. 

Оценивание ~ при известном распределении. Если 

<р~ ( х), х Е Х, - распределение возможностей зна­
чений нечеткого элемента ~ Е Х, то интеграл l ( ·, у) 
пор~ 

L(y) = sup min(<p~(x), l(x, у)), у Е Х, (1) 
хЕХ 

есть возможность включения ~ в нечеткое множество 

(Х, l(-, у))[9], зависящее от у Е Х, и, следователь­
но, - возможность ошибки, обусловленной выбором 

у Е Х как значения нечеткого элемента ~ Е Х, - в 
качестве его оценки. 

О п р е д е л е н и е 1. ?-оптимальной оценкой 
~ назовем любой элемент у* Е Х, для которого воз­
можность ошибки (1) минимальна: L(y*) = mi~L(y). 

уЕХ 

Согласно выражению (1) для L(·) у* определяется 
так, чтобы для всякого х Е Х была мала возмож­

ность <р~(х) значения~ = х, для которого возмож­
ность l(x, у*) ошибки велика, и наоборот - чтобы 
была мала возможность ошибки l(x, у*), отвечающей 
значению ~ = х, возможность которого <р~ ( х) велика. 
Качество ?-оптимальной оценки у* определяется ве­
личиной L(y*) возможности ошибки оценивания не­
четкого элемента ~ значением у*. 

Пусть на Х = Х задана топология, lл(х, у) = О 
при х Е Л(у), lл(х, у) = 1 при х Е Х\Л(у), где 
Л(у) - замкнутая окрестность у Е Х, такая, что 
для каждого х Е Х найдется у Е Х, при котором 

х Е Л(у). Если при l(-, ·) = lл(-, ·)задача L(y) ,..._, min 
уЕХ 

разрешима, то Л(у*), очевидно, содержит х~ - наи­
более возможное значение~' и если последнее един­

ственно, то у* ---+ х~ при Л(у*) ---+ {у*}. Так как при 

{ о при х =у 
этом l л ( х, у) ---+ 10 ( х, у) = 

1 
-1- , то далее, 

при х 1 у 

говоря об оценке у* = х~ максимальной возможнос­
ти, будем считать, что она получается минимизацией 
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L(y) (1) при l(-, ·) = 10 (-, ·),имея в виду рассмотрен­
ный предельный переход. 

Согласно определению интеграла по необходи­
мости, данному в работе [ 13], 

М(у) = 'sup min(<p~ (x), ,z(x, у))= 'Pcp(,z(" у))= 
хЕХ 

= inf max(---i<p~(x),l(x,y)) = n~cp(l(-,y)), (2) 
хЕХ 

необходимость ошибки, сопутствующей выбору 

у Е Х как оценки~· 
О п р е д е л е н и е 1 *. N -оптимальной оценкой 

~ назовем любой элемент у* Е Х, минимизирующий 
необходимость ошибки (2): М(у*) = mi~M(y); ве­

уЕХ 

личина М (у*) определяет качество N -оптимальной 
оценки. 

Значение у* Е Х определяется так, чтобы для 
некоторых х Е Х были малы как необходимость 

---i<p~ ( х) неравенства ~ #- х (или велика возможность 
равенства ~ = х ), так и возможность ошибки l ( х, у*). 

Пусть для любого х Е Х in( l(x, у) = О и 
уЕХ 

достигается при у Е Х(х). Тогда in( М(у) = 
уЕХ 

= inf max( ---i<p~ ( х), in( l ( х, у)) = inf ---i<p~ ( х) = О и 
хЕХ уЕХ хЕХ 

если max <р~ ( х) = 1 достигается при х Е Х~ с Х, 
хЕХ 
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Рис. 1. Р- и N-оптимальные оценки при l(x,y) = min(lx -
-yl, 1), х,у Е Х = Х = (-=,=):решение У• задачи L(y) ~ 

~ miI] (а) и решение у* задачи М(у) ~ miI] (6) 
уЕХ уЕХ 

то N -оптимальной оценкой будет любой элемент 
у* Е U Х(х), для которого М(у*) =О. 

хЕХ~ 

Если, в частности, в (2) Х = Х, l(x, у)= z0 (x, у)= 

{ о при х =у . 
о -1- , х, у Е Х, то m1~M(y) = > при х 1 у уЕХ 

inf max(---i<p~ (x),mi~Z0 (x,y)) = inf ---i<p~(x) =О 
хЕХ уЕХ хЕХ 

и достается при у= у*= х~ Е Х~ , т.е. N-оптималь­
ной оценкой ~ при l ( ·, ·) = zo ( ·, ·) является оценка 
максимальной возможности. 

Поскольку решения задач L(y) ,..._, mi~ и М(у) ,..._, 
уЕХ 

min могут и не совпадать (рис. 1 ), представляет 
уЕХ 

интерес параметрический класс К Парето - опти­

мальных оценок, определяемых как решения семейст­

ва задач max(eL(y), (1-е)М(у)) ,..._, mi~, О~ е ~ 1. 
уЕХ 

Класс К, очевидно, содержит N- и ?-оптимальные 
оценки, если таковые существуют. Если 

max(p'P(l(" y)),p'P(,z(" у)))= 
(3) 

= p'P(max(l(-, у), ,z(-, у)))= 1, у Е Х, 

то L(y) ) М(у), так как в силу условия (3) p'P(l(-, у))) 
) 'Pcp(,z(" у)), и более того, 

М(у) = n~cp(l(-, у))> О=? p'P(l(-, у))= L(y) = 1, 

L(y) = p'P(l(-, у))< 1 =? n~cp(l(-, у))= М(у) =О, 

поскольку, согласно (2), n~cp(l(-, у))+ p'P(l(-, у))= 1, 
у Е Х. В этом случае класс К устроен достаточно 
просто. А именно, если mi~L(y) < 1, то К совпадает 

уЕХ 

с множеством решений задачи L (у) ,..._, mi~, поскольку 
уЕХ 

на последнем М(у) =О. Если же mi~L(y) = 1, то К 
уЕХ 

состоит из решений задачи М(у) ,..._, mi~. 
уЕХ 

Оценивание ~ при неизвестном распределении. Ес­

ли распределение <р~ ( ·) неизвестно, то оценка может 
быть определена как решение задачи на минимакс 

sup l(x, у) ,..._, mip.. Такая оценка минимизирует мак-
хЕХ уЕУ 

симальную возможность ошибки и является реше­

нием задачи L(y) ,..._, mi~ при <р~ ( х) = 1, х Е Х, 
уЕХ 

в (1). Ясно, что в этом случае возможность ошибки 
не меньше, чем при любом известном распределении 

<р~ ( ·); в этом смысле распределение <р~ ( х) = 1, х Е Х, 
следует считать наименее благоприятным. Вместе с 

тем при этом распределении необходимость ошиб­

ки оценивания ~ произвольным элементом у Е Х 
М (у) = inf l ( х, у) не больше, чем при любом другом 

хЕХ 

(известном) распределении~· Дело в том, что когда 
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Рис. 2. Значения ~ и значения оценки ~ ; графики lx1 - xl 
и lx2 - xl как функции х. Точка l(xj) на нижнем рисунке 

имеет координаты l 1 (xj) и l2 (xj), j = 1,2, ... ,5 

все значения ~ Е Х равновозможны, любое утверж­
дение ~ = у нельзя считать непременно ошибочным. 

Рандомизация оценивания. Как при известном, так 

и при неизвестном распределении возможностей зна­

чений~' оценки, рассмотренные в предыдущих пунк­
тах, могут быть в известном смысле улучшены, если 
задача оценивания должна решаться многократно. В 

таком случае рандомизированная стратегия оцени­

вания позволит уменьшить возможность ошибки в 
среднем. 

Пусть, например, Х = { х 1 , ... , xm} - множество 
значений оценки ~. Рандомизированная стратегия 
оценивания сводится к выбору в качестве оценки ~ 

m 

значения Xj с вероятностью Pj, j = 1, ... , m, 2:: Pj = 
j=l 

= 1. ?-оптимальную рандомизированную стратегию 
определим условием 

m 

согласно которому она обеспечивает минимальность 

средней возможности ошибки; Е - символ матема­
тического ожидания. 

Ограничимся анализом примера, в котором~ при­
нимает два значения: х 1 и х 2 , <р~ (х 1 ) = <р~(х 2 ) = 1, 
Х = {х 1 , х 2 }. Оценка~ должна выбираться из мно­
жества Х = { х 1 , ... , х 5 }, возможность ошибки опре­
деляется равенством l(xi, Xj) = min(lxi - Xjl, 1), 
i = 1, 2; j = 1, ... , 5. Обозначим l(xi, Xj) = Цхj), 
i = 1, 2, j = 1, ... , 5, и обратимся к геометричес-
кой иллюстрации задачи оценивания. Как видно из 

рис. 2, ?-оптимальная рандомизированная стратегия 
оценивания предписывает в качестве оценки ~ ис­

пользовать х3 с вероятностью р3 , х 4 с вероятностью 
р4 и определяется условиями 

обеспечивающими минимальность средней возмож­

ности ошибки. Последняя равна d = lx 1 - х 2 1/2, в 
то время как ?-оптимальная оценка х3 гарантирует 
возможность ошибки д > d. 

Оценивание с учетом результата наблюдения. Те­
перь рассмотрим задачу, в которой требуется оце­

нить (ненаблюдаемый) нечеткий элемент Т/ Е У, ис­

пользуя значение (наблюдаемого) нечеткого элемен­

та ~ Е Х. Речь идет об определеннии стратегии 

d( ·) : Х ---+ У оценивания, позволяющей каждому зна­
чению ~ = х Е Х поставить в соответствие значение 

у= d(x) Е У в качестве оценки Т/· 
Пусть ~, Т/ Е Х х У - пара нечетких элементов, 

<р~ ;1) ( ·, ·) - их распределение, (У х У, l ( ·, ·)) - нечет­
кое отношение погрешности. ?-оптимальную оценку 

Т,* = d* ( ~), минимизирующую возможность ошибки, 
определим из условия 

L(d(·)) = sup min(<p~ ' 17 (x, у), l(y, d(x)) ,.._, min _ 
х,уЕХхУ d(·):X--+Y 

Функция d*(·) : Х 
вию (4): L(d*(·)) = 

(4) 
---+ У, удовлетворяющая ycлo­

min _ L(d(·)), задает Р-опти­
d(·):Х--+У 

мальную стратегию оценивания Т/ по наблюдению ~. 

Т е о р е м а 1. 1) Нечеткий элемент d*(~) -
?-оптимальная оценка Тf, если d = d* ( х) является ре­
шением следующей задачи на минимум для условной 
возможности [12] ошибки при условии~= х: 

L(dlx) = supmin(<p17 1 ~ (ylx),l(y,d)) ,.._, mip., х Е Х; 
уЕУ dEY 

(5) 
2) нечеткий элемент d*(~) - ?-оптимальная оцен­

ка Т/, если и только если d* ( х) является решением сле­
дующей задачи на минимум: 

L ( d, х) = s u р min ( <р~ '11 ( х , у) , l (у, d)) ,.._, mip., х Е Х. 
уЕУ dEY 

(5*) 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действитель­

но, пусть минимум в (5) достигается при d 
= d* = d* ( х). Так как согласно определению услов­
ного распределения Т/ при условии ~ = х имеет место 

равенство min(<p11l ~ (ylx),<p~(x)) = <р~'11(х,у), х Е Х, 
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у Е У, [9], то 

sup min(<p~ ' 11 (x, у), l(y, d*)) = 
у 

= min(<p~ (x), supmin(<p11 1 ~ (ylx), l(y, d*))) ~ 
у 

~ min(<p~ (x), supmin(<p11 1 ~ (ylx), l(y, d))) = 
у 

= sup min(<p~'11 (x, у), l(y, d)), 
у 

d Е У, и, следовательно, d* = d* ( х) Е У - точ­
ка минимума и для supmin(<p~'11 (x,y),l(y,d)), d Е У. 

у 

Поэтому 

minsup min(<p~'11 (x, у), l(y, d(x ))) ) 
d(·) х,у 

) sup minsup min(<p~ ' 11 (x, у), l(y, d(x ))) = 
х d(·) у 

= sup min(<p~ ' 11 (x, у), l(y, d*(x ))), 
х,у 

т. е. d*(·) - ?-оптимальная стратегия, решение за­
дачи (4). Эти же соотношения доказывают второе 
утверждение. • 

Аналогичный результат имеет место для N -опти-
мальной стратегии d* ( ·) : Х ---+ У, минимизирующей 
необходимость 

M(d(·)) = inf max(--i<p~ ' 11 (x,y),l(y,d(x))) (4*) 
х,уЕХхУ 

ошибки оценивания нечеткого элемента Т/ Е У по­

средством d( ~). 
Теорем а 1*. 1) Нечеткий элемент d*(~) -

N -оптимальная оценка Тf, если d* ( ·) - решение задачи 
на минимум для условной необходимости ошибки 

M(dlx) = inf max(--i<p11 1 ~ (ylx), l(y, d)) ,.._, mip. 
уЕУ dEY 

эквивалентном равенству 

определяющему условное распределение <p11I~ ( · 1 х), 
х Е Х, у Е У, [9]. • 

3 а м е ч а н и е. Если значение ~ неизвестно, то 
?-оптимальная оценка нечеткого элемента Т/ долж­

на быть основана на его (априорном) распределении 

<р11(у) = sup <р~'11(х, у), у Е У. В таком случае ка-
хЕХ 

чество ?-оптимальной оценки Т/ будет, вообще гово­
ря, хуже, поскольку 

sup min (<р11 (у), l(y, d))) sup min (<р~ ' 11 (х, у), l(y, d)), 
у у 

d Е У, х Е Х. 

С другой стороны, если нечеткие элементы ~ и Т/ 
независимы, то знание значения ~ не улучшает оцен­

ку Т/, поскольку в этом случае в ( 5) 

2. Оценивание параметра распределения 
нечеткого элемента 

Пусть <р~ (х, t), х Е Х, - распределение нечеткого 
элемента ~ Е Х, зависящее от (неизвестного) пара­

метра t Е Т, (Т х f, l(·, ·)) - нечеткое отношение 
погрешности, заданное на множестве значений па­

раметра и его оценки. В задаче оценивания по из­

вестному значению х нечеткого элемента ~ требуется 
оценить значение параметра t. 
Определение 2. Нечеткий элемент т = d*(~) 

назовем ?-оптимальной оценкой параметра t Е Т, а 

функцию d*(-): Х---+ Т- ?-оптимальной стратегией 
оценивания, если 

L(d*(·)) = min _ L(d(·)), (6) 
d(·):X--+T 

при условии ~ = х Е Х; где 
2) нечеткий элемент d* ( ~) - N -оптимальная оцен-
ка Тf, если и только если d* ( х) - решение задачи на 
минимум 

M(d, х) = inf max(--i<p~'11 (x, у), l(y, d)) ,.._, mip., х Е Х. 
уЕУ dEY 

Доказательство может быть получено по схеме до­

казательства теоремы 1, если воспользоваться следу­
ющим выражением для M(d(·)) (4*): 

M(d(·)) = inf max(M(d(x)lx),--i<p~(x)) = 
хЕХ 

= inf max(--i<p~(x), inf max(--i<p11 1 ~ (ylx),l(y,d(x)))), 
хЕХ уЕУ 

основанным на равенстве 

L(d(·)) = sup sup min(<p~ (x, t), l(t, d(x))). (7) 
tET хЕХ 

В данном случае L(d(·)) - максимальная по 

t Е Т возможность supmin(<p~(x,t),l(t,d(x))) вклю-
хЕХ 

чения нечеткого элемента ~ в нечеткое множество 

(Х, l(t, d(·))), зависящее от t Е Т и стратегии d(·). 
В свою очередь возможность включения ~ в это не­
четкое множество есть возможность ошибки оцени­

вания t Е Т нечетким элементом d( ~) Е Т. 
Оценка d*(~) гарантирует минимальность макси­

мальной по t Е Т возможности L(d(·)) ошибки оце­
нивания неизвестного параметра t Е Т значением не­

четкого элемента d* ( ~) Е Т. Формально эта задача не 
отличается от задачи (4). 

Более того, и по сути параметр t Е Т распреде­

ления <р~ ( ·, t) нечеткого элемента ~ Е Х естественно 
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обретает черты нечеткого элемента т Е Т, поскольку 

при~= х возникает вопрос о возможных его (пара­

метра) значениях. 

Если, например, ~ = t + v, <pv ( ·) - распределение 
v Е Х = Т, то при~= х значение <pv(x - t) естест­
венно считать возможностью того, что t - значение 

параметра распределения ~' т. е. возможностью ра­
венства т = t Е Х. Вслед за этим возникает вопрос 
и о том, что известно о параметре t Е Т априори, 

до измерения ~. Можно, например, задать априорное 

распределение <рт ( ·), причем, если <рт ( t) = 1, t Е Т, 
то априори все значения параметра считаются одина­

ково возможными. Если придерживаться этой точки 

зрения на параметр распределения, то <р~ (" t) следует 
считать условным распределением <p~l7 (·1t) нечеткого 
элемента ~ Е Х при условии т = t Е Т. Посколь­

ку распределение <р~'7 (х, t) = min(<p~lт(xlt), <p7 (t)) = 
= min( <p7 1~(tlx ), <р~(х )), х, t Е Х Х Т, при <p7 (t) = 1, 

t Е Т, совпадает с <p~lт(xlt) = <р~(х, t), х Е Х, t Е Т, 
то в этом случае задача ( 6), (7) совпадает с зада­
чей (4), ее решение определяется условным распре­
делением <р7 1~ ( · 1 ·) и дано в теореме 1. 

Очевидно, что ?-оптимальная стратегия d*(·) 
определяется как решение задачи на минимум 

supmin(<p~(x,t),l(t,d)) ,..._, mi~, зависящее от х Е Х 
tET dET 
как от параметра. 

Если, в частности, Т = Т, l(t, d) = l0 (t, d), t, d Е Т, 
то с учетом оговоренной выше условности ?-опти­

мальная стратегия определяется решением уравне­

ния <р~ ( х, d* ( х)) = max <р~ ( х, t), х Е Х. Нечеткий 
tET 

элемент d* ( ~) можно назвать оценкой максималь­
ной возможности параметра распределения, посколь-

ку возможность <р~ ( х, t) равенства ~ = х максималь­
на при t = d* ( х). 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований 
(грант 96-01-01081) и программы ISSEP (грант 
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