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СООТНОШЕНИЕ ПОГРЕIIIНОСТЬ-ВОЗМУЩЕНИЕ 

И СООТНОШЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ 

Ю. И. Воронцов 

(кафедра молекулрной физики и физиаских измерений) 

Исследовано соотношение между погрешностью измерения координаты и возмущением импульса. 

Показано, что по отношению к принятому в кван~rовой теории состоянию системы после измерения, 

соответствующему постулату редукции, это соотношение подобно соотношению неопределенностей 

только при начальном состоянии системы с минимальным произведением неопределенностей. Пока

зано, что оно подобно соотношению неопределенностей при любых начальных состояниях системы 

только по отношению к смеси редуцированных состояний. 

1. Введение 2 2 п2 
ЛmхЛРр) 4 , 

7 

(1) 
Считается, что дисперсия погрешности измерения 

координаты л;;. х и дисперсия возмущения импульса 
л;р связаны между собой соотношением 

которое идентично по форме соотношению Гейзен
берга 
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(2) 

Соотношение (1) обычно понимается так, что в 
результате измерения координаты происходит увели

чение неопределенности импульса тела, и после изме

рения дисперсия импульса на соответствующую вели

чину больше, чем до измерения. 

Ниже показано следующее. 

1. При том определении понятия «состояние пос
ле измерения» (СПИ), которое принято в кванто

вой теории, такое утверждение ошибочно. Диспер

сия импульса тела после измерения координаты мо

жет быть меньше, чем до измерения. По отношению 

к этому СПИ соотношение (1) справедливо только 
в случае, если начальным состоянием тела является 

состояние с минимальным произведением неопреде

ленностей (ЛхЛр = /i/2). 
2. Соотношение (1) справедливо при любых на

чальных условиях по отношению к более общему со

стоянию, представляющему собой смесь возможных 

«состояний после измерения». Такое состояние имеет 

место после взаимодействия тела с прибором, но до 

разделения этой смеси в соответствии с результатами 

измерения [ 1-3]. 
В утверждении, что соотношение (1) не является 

столь же фундаментальным, как соотношение (2), нет 
никакого противоречия с основами квантовой тео

рии. Соотношение (1) не имело строгого математи
ческого обоснования, а было получено на некото

рых спекулятивных примерах измерения координаты 

(в учебниках обычно рассматривается измерение ко

ординаты частицы с помощью микроскопа). Не было 

дано четкого определения физического смысла вели
чин л;;. х и л;р, которое указывало бы рецепт экс
периментальной проверки соотношения (1). Поэтому 
прежде чем анализировать соотношение (1), обсудим 
возможное физическое содержание понятий «погреш
ность измерения» и «возмущение» в рамках кванто

вой теории измерений. 

2. Погрешность измерения и возмущение 

В классической теории погрешностью измерения 

называют разность (xj - х) между результатом из
мерения Xj и истинным значением х измеряемой ве
личины. Характеристикой прибора служит условная 

вероятность P(xj lx) результата Xj при заданном зна
чении х.(Можно говорить о вероятности результата 

измерения, а не о плотности вероятности даже в слу

чае наблюдаемых с непрерывным спектром собствен

ных значений, поскольку результаты измерения всег

да дискретны, хотя бы из-за конечного числа знаков.) 

С точки зрения квантовой теории состояние с точ

но заданной координатой физически нереализуемо. 
Но можно говорить о состоянии с «хорошо опреде

ленной» координатой, имея в виду состояние, в ко

тором неопределенность координаты много меньше 

среднеквадратичной погрешности прибора. В этом 

приближении классическое определение погрешнос

ти измерения может быть принято и в квантовой те

ории измерений. (Возможен и другой путь определе

ния условной вероятности Р ( х j 1 х) без использования 
собственного состояния наблюдаемой.) 

Под дисперсией возмущения импульса, в соответ

ствии с точным значением этих слов, следовало бы 

понимать дисперсию разностир-р0 , где р ир0 -зна

чения импульса после и до измерения координаты. 

В принципе непосредственное измерение этой раз

ности возможно. Однако эта разность будет равна 

искомому возмущению импульса только в том слу

чае, когда импульс является интегралом свободного 

движения тела. К осциллятору, например, эта раз

ность как мера возмущения импульса не подходит. 

Подобный подход к определению возмущения совер

шенно непригоден и в случае свободного тела, если 

поставить задачу о возмущении координаты при из

мерении импульса. 

Единственный общий способ экспериментального 

определения возмущения импульса (как и любых дру

гих наблюдаемых) - это экспериментальное опреде

ление плотности вероятности импульса (ПВ) в СПИ 
и сравнение ее с ПВ в начальном состоянии. Если 

характеризовать эти функции величинами соответ
ствующих им дисперсий, то количественной мерой 

возмущения может быть разность дисперсий в СПИ 

(Лiр) и в начальном состоянии тела (Л6р), т. е. 

л2 _ л2 л2 
vP = 1Р - оР· (3) 

Подчеркнем, что л;р в этом случае - не дисперсия, 
а разность дисперсий. 

3. Состояние после измерения 

Что понимать под СПИ? Согласно постулату ре

дукции фон Неймана, система переходит в результате 

точного измерения наблюдаемой А в ее собственное 
состояние IAj) [4]. В случае приближенных измере
ний СПИ р( Aj) будет зависеть от начального состо
яния системы (НСС) р0 , начального состояния при

бора и результата измерения Aj. СПИ представляют 
в следующем виде [ 5-7]: 

(4) 

Оператор редукции R(Aj) в случае приближенных 
неортогональных измерений равен [6, 7] 

СХ) 

R(Aj) = ! f(AjlA)IA)\AldA, 
-СХ) 

а вероятностно-операторная мера 

СХ) 

ll(Aj) = ! P(AjlA)IA)(AldA, 
-СХ) 
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где P(AjlA) - условная вероятность результата из
мерения Aj. Модуль комплексной функции f(AjlA) 
удовлетворяет равенству 

а фаза зависит от состояния прибора [6]. 
Из (4), полагая А = х, найдем ПВ координаты 

w1(xlxj) = Tr(lx)(xlp1) в состоянии ,01(xj)· Она свя
зана с априорной ПВ w0 ( х) и с Р ( х j 1 х) соотношени
ем Байеса [6] 

( 
1 

·) _ wa(x )P(xjlx) 
W1 х Хз - P(xjlPo) , (5) 

где P(xjlPo) = Tr(,00 ll(xj)) есть вероятность резуль
тата измерения Xj при начальном состоянии тела ,00 . 

4. Соотношение погрешность-возмущение 
на состоянии Р1 ( Aj) 

Исследование интересующего нас соотношения в 

общем виде возможно, но нагляднее основные выво

ды получаются из анализа примеров. 

Допустим, что 

1 { х2 } w0 (x) = y127r ехр --2- , 
27rЛ0 х 2Л0х 

(6) 

P(xjlx) = y127rl ехр {- (xj~ х)2}. 
27rЛmx 2 mx 

(7) 

Здесь л;;. х есть дисперсия погрешности прибора. 
При этих условиях функция w1(xlxj) будет га

уссовской, а соответствующая дисперсия Лiх будет 
удовлетворять соотношению 

1 1 1 ----+-
Л2х - Л2 х Л2 х. 

1 m О 

(8) 

Допустим, что в начальном чистом состоянии 

(9) 

где т0 - коэффициент корреляции х и р. Положим, 
что корреляция является следствием условий 

л л л 

Р = Ро -1х, 

где / - действительное число. В этом случае 

/Лох 
то= Лар , 

(10) 

(11) 

После измерения координаты имеет место соотноше-

Из (11), (12), (8) получим 

(13) 

Это соотношение опровергает соотношение (1). 
Правая часть соотношения (13) может быть мень
ше !i2 

/ ( 4Л;;. х) и может быть даже отрицательной. 
Уменьшение дисперсии импульса в СПИ в данном 

случае происходит потому, что измерение координа

ты дает одновременно информацию и об импульсе. 
Можно показать, что отрицательное значение раз

ности дисперсий (3) может быть и при таком нес, 
при котором импульс не коррелирует с координатой. 

Это может быть в случае, если функция w(xlxj) су
щественно более гладкая, чем wa(x). Для этого нес 
должно быть далеким от гауссовского. 

Из соотношения (13) следует, что соотношение 

(1), рассматриваемое относительно состояния p1(xj), 
справедливо только при нес с минимальным про

изведением неопределенностей (Л0рЛ0х = !i/2). 

5. Соотношение погрешность-возмущение 
на смеси состояний Р1 ( ;r, j) 

Процесс измерения представляют состоящим из 

двух актов [ 1]. Первый акт состоит в том, что ис
следуемая система «подвергается внешнему физичес
ки реальному, изменяющему ход событий воздейст

вию». Состояние системы, рассматриваемой отдель

но от прибора, после такого взаимодействия будет 

смешанным. «Второй акт измерения выбирает из бес

конечно большого числа состояний смеси некото

рое вполне определенное как действительно реали

зованное». В качестве иллюстрации обычно дает

ся пример точного измерения наблюдаемой с дис

кретным спектром собственных значений. Смешан

ное состояние представляется в виде смеси собствен

ных состояний l<рп)(<рпl наблюдаемой с вероятностя

ми 1 ( <рп 1 'Ф) 1
2

, где 1 'Ф) - вектор Н СС. В случае прибли
женных измерений координаты обсуждаемое состоя

ние будет смесью состояний ,01 ( х j) с вероятностями 
P(xjl,Oo): 

pr, = LP(xjlPo),01(xj)· 
j 

В состоянии pr, будет 

wr,(p) = LP(xjlPo)w1(plxj), 
j 

(p2)r, = L Р( Xj IPo) (р2 ( Xj)) 1 , 

j 

(P)r, = LP(xjlPo)(p(xj))1, 
j 

(14) 

(15) 

ние где wr,(p) = (pl,Or,lp), w1(plxj) = (PIP1(xj)lp). Сим
(12) вол ()

1 
обозначает среднее в состоянии p1(xj)· 
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Положив, без ограничения общности анализа, 

(р)"'Е = (р) 0 = О, (х) 0 = О, учтя, что (p2 (xj))
1 

= 

= (p(xj))i+Лip и что Лiр не зависит от Xj (см. (12)), 
получим из (10), (15) 

Л~р = Лiр + L P(xjlP0)12 (x(xj))~. (16) 
j 

При условиях (6), (7) среднее значение координаты в 
состоянии ,01 ( х j) равно 

ХjЛ6х 
(x(xj))1 = л2 х + л2х. (17) 

m О 

Следовательно, второе слагаемое в (16) пропорцио
нально величине (х]), которая связана с дисперсией 
погрешности измерения и с дисперсией координаты 

в НСС. Вероятность P(xjl,Oo) = f P(xjlx)w0 (x)dx 
при Р ( х j 1 х) = Р ( х - х j) представляет собой свертку 
функций, т. е. является вероятностью суммы двух не
зависимых случайных величин. Следовательно, при 

условии (xj) = (х) 0 =О будет 

(х]) = L x]P(xjlPo) = Л~х + Л6х. (18) 
j 

Из (16)-(18) найдем 

л2 - л2 л2 л2 ,2(Л6х )2 л2 (19) 
"'EvP = "'ЕР- оР = 1Р+ 2 2 - оР· 

Лmх + Л0х 

Учтя соотношения (8), (11), (12), получим из (19) со-
отношение 

которое подобно соотношению (1). 
Эти примеры доказывают справедливость утверж

дений, сформулированных во вводной части статьи. 

Обобщенное соотношение погрешность-возмуще

ние относительно смеси редуцированных состояний 

для любой пары наблюдаемых А, В получено в 
работе [6]. Показано, что даже по отношению к 

этому смешанному состоянию соотношение погреш

ность-возмущение идентично по форме соответству
ющему соотношению неопределенностей только, ес

ли коммутатор этих наблюдаемых есть с-число. 

Работа выполнена при поддержке Российского 

фонда фундаментальных иссследований (грант 
96-02-16391а). 
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