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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 517.9 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
ПРОЦЕССОВ В СИЛЬНО НЕОДНОРОДНЫХ 

НЕПРОВОДЯlЦИХ СРЕДАХ 

Г. Н. Медведев, JБ. И. Моргунов 

(кафедра математики) 

Рассматриваются электромагнитные процессы в непроводящих изотропных неоднородных сре­

дах. Характеристики среды существенно изменяются в нескольких направлениях. Для определения 

электрического и магнитного полей используется =~симптотическая методика. 

Запишем исходные уравнения макроскопической 

электродинамики в предположении, что свободные 

электрические заряды отсутствуют [1]: 

дляА=2 

На(х, ~' t, е) = Н~(х, ~' t) + еН~(х, ~' t) + ... , 

дDi 
-д =0, 

х· i 

дД 
-д =0, 
х· i 

Di = x(~)Ei, Д = µ(~)Hi. 

-о 1 
Нз(х, ~, t, е) = Н 3 (х, t) + еН3 (х, ~, t) + ... , 
Еа(х, ~' t, е) = Е~(х, ~' t) + еЕ~(х, ~' t) + ... , 

(1) Е3 (х, ~, t, е) = ~(х, t) + eEJ(x, ~, t) + ... ; 

дляА=3 

На(х, ~' t, е) = Н~(х, ~' t) + еН~(х, ~' t) + ... , 
Еа(х, ~' t, е) = Е~(х, ~' t) + еЕ~(х, ~' t) + ... . 
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(2) 

(3) 
В (1) Hk, Bk и Ek, Dk - компоненты напря­

женности и индукции соответственно магнитного и 

электрического полей, Eijk - тензор Леви-Чивита. 

С направлениями изменения коэффициента диэлек­
трической проницаемости х и коэффициента маг­
нитной проницаемости µ связываются оси Xi декар­

товой прямоугольной системы координат. Сущест­

венная зависимость х и µ от координат учиты­

вается введением «быстрых» переменных [2]: пусть 
х = х(~), µ = µ(~), где ~а = Ха/€, а = 1, А, А = 2 
или 3, О< е ~ 1 - некоторый безразмерный малый 

параметр. 

Черта над буквой здесь и далее означает, что соот­
ветствующая величина не зависит от ~. 

Функции х( ~) и µ( ~) имеют следующую структу­
ру: х(~) = хо + х1 (~), µо + µ1 (~), где хо = const, 
µ0 = const, функции х1 (~), µ 1 (~) отличны от нуля 
в некоторой части характерной области среды (на­
пример, ячейки периодичности). Подобные свойст­

ва среды часто встречаются в практических задачах. 

Так, при А = 2 коэффициенты х и µ имеют указан­
ную структуру для цилиндров и труб, изготовленных 

путем многослойной намотки однородной нити при 

условии, что расстояния между витками и между сло­

ями меньше толщины нити. При А= 3 коэффициен­
ты х и µ обладают указанными свойствами в случае 
мелкодискретного композитного материала, где раз­

меры зерен меньше расстояния между зернами. 

Функции НьЕь входящие в (1), ищутся в виде 
следующих разложений по степеням малого парамет­

ра е [2, 3]: 

Подстановка разложений (2) или (3) в уравне­

ния (1) позволяет получить уравнения относительно 
но во. 

а' а· 

дляА=2 

дно дЕо (3 (3 
Еза(3 д~а = О, Еза(3 д~а = О, 

(4) 
д о д о 

д~а (µНа) = О, д~а (хЕа) = О; 

дляА=3 

дно дЕо (3 (3 
€--уа(3 д~а = О, €--уа(3 д~а = О, 

(5) 
д о д о 

д~а (µНа) = О, д~а (хЕа) = О. 

Решения уравнений (4), (5) ищутся в форме 
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В ( 6) Ф /3, Ф /3 - функции ~, подлежащие определению. 
В результате подстановки (6) в (4) или (5) получа­

ются следующие уравнения относительно Ф /3, Ф /3: 

д~а [µ(~) ( ~~: + да/3)] = О, 

д~а [х(~) ( ~;: + да/3)] =О. 
(7) 

Для решения уравнений в частных производных 

типа (7) в периодических средах в [2] разработана 
методика, основанная на численном интегрировании 

уравнений на ячейке периодичности. В настоящей за­

метке для решения уравнений (7) предлагается следу­
ющая итерационная процедура, использующая опи­

санную выше структуру функцийµ(~), х(~): 

µоЛ~Ф~+l = - д~а [µ1 (~) ( ~:: + да/3)] , Ф~ = О, 

x0Л~w~+l = - д~а [х1 (~) ( ~;: + да/3)] , Ф~ = О 
(8) 

(Л~ - оператор Лапласа). Уравнения (8) при каж­
дом п могут быть решены аналитически стандарт­
ными методами математической физики. 

После нахождения функций ФfЗ, ФfЗ, входящих 
в (6), из (1), (2), (3), (6) с помощью процедуры осред­
нения по ~ получается система уравнений для опре­

-=0 -=О 
деления Hk, Ek [3]: 

В уравнениях (9) Xij, /iij - компоненты осреднен­
ных тензоров соответственно диэлектрической и маг­

нитной проницаемости, которые определяются сле­

дующими соотношениями [3]: 

УДК 621.372.2 

дляА=2 

ХаfЗ = (х ( ~;: + да/3) ), Хiз = Хзi = <х>дiз, 

7lа{З = (µ ( ~~: + да/3) ), /iiз = /iзi = <µ>дiз; 
(10) 

дляА=3 

Xij = ( Х ( ~;: + Jij) ) , /iij = ( µ ( ~~: + Jij) ) · 
(11) 

В (10) и (11) символ (- · ·) означает осреднение по~· 
Как следует из (10) и (11), осредненные характе­

ристики соответствуют однородной, но, вообще го­

воря, анизотропной среде. 

Таким образом, из (6)-(11) полностью определя­
ются главные члены разложений (2) или (3). Повторе­
ние описанной процедуры позволяет найти в случае 

необходимости и следующие слагаемые в разложени­

ях (2) или (3). 
Сходным образом рассчитываются электромаг­

нитные процессы в электропроводных средах. При 

этом в исходных уравнениях электродинамики в ква­

зистационарном приближении вместо Di будут фигу­
рировать компоненты плотности тока, а вместо х -
проводимость среды 17(~) [3]. 
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Рассматривается вопрос о полноте системы корневых векторов волновода. Применяется новый 

подход, сводящий задачу к исследованию линейного операторного пучка. Сформулированы теоремы 

о полноте корневых векторов пучка и дискретности спектра. 

В стандартном подходе к исследованию задачи 

о модах регулярного волновода со сложным ди­

электрическим заполнением возникают значитель­

ные трудности при решении проблемы полноты сис­

темы корневых векторов волновода. За исключени­

ем работ [1] и [2, 3], посвященных достаточно част-

ным случаям, эта задача фактически не исследова­

лась. Предлагаемый подход к задаче определения 

мод диэлектрического волновода позволяет рассмат­

ривать обобщенную задачу на собственные значе­

ния с линейным вхождением спектрального пара­

метра. 


