
20 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 1999. No 1 

Е., о/о 

100 

10 

0.1 

0.01 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 о 

lg о 

Рис 2. Модуль непрерывности для обратной задачи сейс­
мометрии 

Погрешность результата (априорно известного в 

эксперименте) оценивалась по формуле 

€ = m~x l~i - ~il· (15) 
i 

Результат, представленный на рис. 2 в логарифми­
ческом масштабе, относится к варианту [5] (Т =О, 07; 

УДК 530.1 

(J) = 1, 12; а= 1, 1; /3 =О, 7; V0 = 1; Т = 9, 6 (с). Ко­
нечная аппроксимация проводилась на равномерной 

сетке { tj} С [О, Т] с шагом Лt = Т /50. 
Видно, что за пределами погрешности метода 

е = е(д) - практически линейная функция, а гра­
ница допустимых погрешностей эксперимента (для 

е ~ 70%) составляет д = 10-4 . 

Авторы считают своим приятным долгом выра­
зить благодарность В. Н. Земскову и Л. Н. Рыкунову 

за полезные обсуждения, В. М. Репину и В. Ф. Буту­

зову - за внимание к работе. 
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ПЕРЕНОРМИРОВКА ПО ЛИНИЯМ: НОРМАЛЬНЫЕ И 
АНОМАЛЬНЫЕ ТОЖДЕСТВА УОJРДА В МОДЕЛИ ЯНГА-МИЛЛСА 

Д. А. Славнов 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

В рамках размерной перенормировки по линиям получено производящее уравнение для нормаль­

ных и аномальных тождеств Уорда в модели Янга-Миллса. Подтверждено, что за киральные ано­

малии ответственны только однопетлевые диаграммы. 

В статье автора [1] была предложена новая пере­
нормировочная схема - перенормировка по лини­

ям. В рамках этой схемы в статьях [2, 3] представ­
лен вариант размерной перенормировки, в котором 

используются только целые и положительные раз­

мерности. Наконец, в статье [4] выведено произво­
дящее уравнение для тождеств Уорда, которым под­

чиняются перенормированные по такой схеме функ­
ции Грина. Развитая в статье [4] общая процедура 
в настоящей работе используется с небольшой моди­

фикацией для получения нормальных и аномальных 
тождеств Уорда в конкретном случае- в модели Ян­

га-Миллса. 

Сердцевиной используемой перенормировочной 

процедуры является операция «перенормированно-

го интегрирования» в импульсном (здесь предпола­

гается евклидовом) пространстве. Для однозначно­

го определения операции на промежуточных этапах 

приходится считать, что размерность 2( импульс­
ного пространства достаточно высокая. Однако ес­

ли при рассмотрении учитывается только конечное 

число диаграмм Фейнмана, то можно ограничиться 

конечной размерностью. Минимальная допустимая 

размерность определяется числом «внешних импуль­

сов» ki ( i = 1, ... , m), фигурирующих в рассматри­
ваемых диаграммах. В качестве таких импульсов мо­

гут выступать как собственно импульсы, так и другие 

внешние векторные или тензорные величины, напри­

мер векторные и тензорные поля, а также «тензорные 

ТОКИ» (см. [3]). 
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Применительно к рассмотрению модели Ян­

га-Миллса это означает, что действие S должно 

быть задано в пространстве конечной, но достаточно 

высокой размерности, минимальная величина кото­

рой зависит от порядка теории возмущений, которым 

мы намерены ограничиться. Будем считать, что эф­
фективное действие имеет слегка модифицированный 
по сравнению со стандартным вид: 

S=f dpdp'д(p+p')x (1) 

х [-ф(р')( ip(11 ) + m)'lj;(p) + l F:v(P')F:v(P)-

- 2
1~р~А~(р') PvA~(p) - р~са(р') рµса(р)] + 

+ig ! dpdp' dqд(p+ р1 + q) х 

Х [-ф(p1)A(11)(q)ta1/J(p) - fa{3"ca(p')cf3(p)pµA~(q)], 

где 

[ ta, tf3] = i J af31't1'. 

Модификация сводится к тому, что у величин р и А.а 
появляется параметр Т/. Это означает, что 

где внешнее тензорное поле gfj ( Т/) имеет вид 

{
О при µ #- v, 

gfj(ТJ) = 1 при µ = v ~ 4, . 
Т/ при µ = v > 4 

Введение этого тензорного поля позволит нам в 

нужный момент с помощью предельного перехода 

Т/ ---+ О избавиться от нефизических матриц Дирака 
( lv при v > 4). Иногда будут использоваться им­
пульсы, зависящие от параметра Т/: р(11 ) = gfj ( Т/ )pv. 

Общая формула для производящего функциона­
ла перенормированных функций Грина получена в 
статье [2]. Применительно к рассматриваемой здесь 
модели Янга-Миллса она выглядит так: 

Z(j) = N- 1 ехр(Л9) х 

Х ~~ [ ехр(Л(17 )) ехр( -W( <р) )C(j, <р) lcp•=o] 1 срУ=О • 

(2) 
Здесь совокупность всех полей <р подразделена на 

два типа: спинорные <р8 = {-ф, 'ljJ} и калибровочные 
<pg ={А~, са, с<>}, пертурбативная часть действия 

обозначена через W ( <р) , а 

C(j, <р) = ехр { J dp [-ф(р)j(р)+ 

+:J(p)'lj;(p) + L:j~(p)<p~(p)J }· 
и 

(3) 

Операторы Л(17 ) и Л9 определяются формулой 

Л(17 ) = ! dµ(p) Р(Р(11 )---+ р) д'lj;~p) D(11 )(P) д'lj;(д-р), 

Л9 
= ! dµ(p) L д<р~(р) D~v(P) д<р~~ -р), 

u,v 

где D(
11

) и D~v - соответствующие пропагаторы, 
причем индексы и, v отличают друг от друга различ­
ные калибровочные (духовые) поля. Наличие индек­

са (ТJ) у спинорного пропагатора отражает тот факт, 
что в него входит тензорное поле gfj(ТJ). Оператор 
Р(р(11 )---+ р) означает, что, прежде чем выполнять пе­
ренормированное интегрирование, в подынтеграль­

ном выражении следует заменить P(1J) нар. 

В операторах Л(17 ) и Л9 фигурирует операция пе­
ренормированного интегрирования 

! dµ(p) F(p2,pki) = .С(Е + 0)(-1)(-2(µ2)-e7r2-(+ex 

ХГ- 1 (Е) lim/d2(p(p2 +µ 2)-f3X (4) 
/3--+0 

r= ( а )'-2 Х Jo dw2(w2)e-1 дw2 F(p2+w2,pki), 

которая построена в статье [2]. Особенности приме­
нения этой операции при наличии векторных и спи­

норных полей рассмотрены в статье [3]. Фигуриру­
ющий в (4) оператор .С(Е +О) обращает в нуль все 
члены разложения в ряд Лорана по Е, кроме члена 
порядка Ео. 

Полагается, что приведенные определения опера­

ций Р(р(11 ) ---+ р) и перенормированного интегри­
рования справедливы тогда, когда импульс р яв­

ляется петлевым. В этом случае перенормирован­

ное интегрирование эффективно устраняет ультра­
фиолетовые расходимости (см. [2]). Если импульс р 
распространяется по незамкнутой линии, то опера­

тор Р(р(11 )---+ р) следует считать единичным, а пере­
нормированное интегрирование - совпадающим с 

обычным. 

Перенормированное интегрирование обладает 

свойством трансляционной инвариантности: 

! dµ(p) F(p+ q; k1, .. . ) = ! dµ(p) F(p; k1, .. . ). (5) 

Это свойство вытекает из доказанной в статье [2] эк­
вивалентности перенормированного интегрирования 

и размерной регуляризации в версии Вильсона [5], 
для которой такое свойство имеет место (см. [6]). 

Вернемся к действию (1). Легко убедиться, что оно 
инвариантно относительно обычных БРСТ-преобра­

зований [7, 8]: 

д'lj;(p) = igta J dqca(p-q)'lj;(q)д>.., (6) 
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д{;(р) ig J dq{;(q)t 00 c°'(p- q)д>.., 

дс°'(р) 

ipµc°'(p) + g fa(3-y J dqcf3(p- q)A~(q)д>.., 

-~gfa(3-y J dqcf3(p-q)c-Y(q)д>.., 
дс°'(р) -~ РµА~д>... 

Если для вариаций полей ввести единое обозначе-

ние 

д<р~(р) = Г:(р, <р)д>.. (n=g,s), (7) 

то вариацию действия можно записать в виде 

(8) 

Вывод производящего уравнения для тождеств 
Уорда дан в статье [4], в которой, правда, не учи­
тывалась возможность введения в действие дополни­

тельного тензорного поля gfj ( Т/) и предельного пере­
хода Т/ ---+ О. Однако приведенный там вывод прак­
тически буквально распространяется и на этот слу­

чай. В результате получается следующая формула для 
производящего уравнения: 

где 

R = N- 1 J dµ(p) ехр(Л9 ) lim ехр(Л8( )) Х 
11--+О 1J 

(10) 

. '°'дSа(<р) п 
Xexp{-W(<p)}C(J,<p)L..,,,J п( )fv(p,<p) 

п,v <pv р 
rp=O 

Здесь 50 ( <р) - инвариантная относительно преоб­
разований классических полей часть действия. Со­

ответственно в формуле (9) W 1 ( <р) = S ( <р) - 50 ( <р) . 
В случае БРСТ-преобразований (6) S(<p) = S0 (<p) и 
W1(<p) =О. 

Сравним правые части формул (8) и (1 О). Основ­
ное их отличие заключается в том, что в формуле (1 О) 
вариация действия 50 ( <р) подвергается многократно­
му воздействию операторов Л9 и Л(11 ). Эти опера-
торы заменяют в 50 ( <р) классические поля <р на со­
ответствующие пропагаторы, которые при больших 
импульсах ведут себя значительно хуже, чем поля <р. 

Однако одновременно с этим в формуле (1 О) обыч­
ное интегрирование J dp заменено на перенормиро­
ванное интегрирование J dµ(p) . Кроме того, в опе­
раторах Л9 и Л(11 ) также фигурируют операции пе­
ренормированного интегрирования, которые как раз 

определены на произведениях пропагаторов. 

Обращение в нуль вариации действия 50 ( <р) при 
преобразованиях ( 6) является следствием трансля­
ционной инвариантности обычного интегрирования 

J dp, фигурирующего в формуле (8). Поскольку име­
ющаяся в формуле (1 О) операция перенормирован­
ного интегрирования также трансляционно инвари­

антна, то и правая часть формулы (1 О) обращается в 
нуль. 

Таким образом, в формуле (9) следует положить 
W1 =О, R =О. После этого она превратится в про­
изводящее уравнение для тождеств У орда для пе­

ренормированных функций Грина. Для того чтобы 
можно было трактовать это уравнение как некое 
уравнение для производящего функционала Z, сле­
дует ввести помимо источников j;; элементарных по­
лей <р~ источники J;; составных полей ф~ . Дело в 
том, что преобразования ( 6) нелинейны относитель­
но полей <р. В них фигурируют квадратичные комби­
нации полей. Эти комбинации следует рассматривать 
как составные поля ф~ и переписать формулу (7) в 
виде 

д<р~(р) = [Jrv(p; <р) + Лv·(р; ф)] JЛ, 
где П'v (р; <р) и f;-v (р; ф) линейны относительно <р и 
ф соответственно. 

После этого следует ввести производящий функ­
ционал Z(j, J), определяемый формулой (2), в ко­
торой C(j, <р) заменено на C(j, <р; J, ф). В свою оче­
редь C(j, <р; J, ф) определяется формулой (3), в ко­
торой к подынтегральному выражению добавляется 

l:n,v J;;(р)ф~(р) · 
Всегда можно полагать источники j;;(p) и J;;(p) 

достаточно хорошими функциями и считать импульс 
р (на диаграмме Фейнмана) вытекающим из одно­

го из этих источников. Поскольку для непетлевых 

импульсов перенормированное интегрирование сов­

падает с обычным, то уравнению (9) (при W1 = О, 

R = О) можно придать вид 

Рассмотрим теперь локальное киральное преобра­

зование 

д1f;(р) = g ! dq/51/J(p- q)д>..(q), 

д{;(р) = g ! dq {;(р - q)/5д>..(q). 
(11) 

На классическом уровне ему соответствует (частич­

ное) сохранение аксиального тока. Однако на кван­

товом уровне даже в электродинамике оно приводит 

к аномалиям Адлера [9]. Аномалии обусловлены на­
личием в преобразовании (11) 15 -матриц. 

В четырехмерном пространстве матрица 15 опре­

деляется через полностью антисимметричный тензор 

Еµ1 µ2 µ3 µ4 • Следуя работе [10], будем рассматривать 
его как постоянное внешнее поле. Так как в пере­

нормированном интегрировании приходится исполь­

зовать пространство большей размерности 2(, то 
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Еµ1 µ2 µ3 µ4 следует продолжить на такое пространство. 
Продолжение может быть осуществлено различными 

способами, что сводится к конечной перенормиров­
ке. Выберем простейший вариант. В качестве продол­

жения возьмем постоянное внешнее полностью анти­

симметричное тензорное четвертого порядка поле, у 

которого отличны от нуля только физические ком­
поненты, причем компонента Е1234 = 1. С помощью 
этого поля матрица 15 определяется следующим об-

разом: 

_ l µ1 µ2 µз µ4 
/5 - 4! Еµ1µ2µзµ4 / / 1 1 · 

Ясно, что 15 антикоммутирует с матрицами /µ 
приµ= 1, 2, 3, 4 и коммутирует приµ> 4. 

Слагаемое в действии (1), пропорциональное спи­
норной массе, нарушает киральную инвариантность 

уже на классическом уровне. Это проявится в том, 

что в правой части (9) возникнет член 

Параллельно этому появятся квантовые анома­

лии, так как в данном случае величина R окажет­
ся отличной от нуля. Поскольку в преобразовани­

ях (11) участвуют только спинорные поля, то в фор­
мулах (9) и (1 О) перенормированное интегрирование 
J dµ(p) можно совершать сразу после действия опе­
ратора ехр(Л(11 )). Поэтому в данном случае для R 
получится выражение 

где 

Q J dµ(p) ехр(Л(11 )) exp{-W(<p)} х (13) 

xC(j 8
, <р 8 ) ig-ф(q- р){/5,/(11)} х 

Х [Pv'Ф(P)+g ! dkA~(k)ta'lji(p-k)]'P'=O· 
Графически выражение Q можно изобразить в ви­

де совокупности диаграмм Фейнмана, которые со­

стоят из замкнутых спинорных циклов и незамкну­

тых спинорных треков. Последние соединяют между 

собой спинорные токи J8 и j 8
• Кроме того, имеют­

ся внешние линии, соответствующие калибровочным 

полям <pg . Внутренних таких линий нет, поэтому как 
спинорные циклы, так и спинорные треки между со­

бой не соединяются. 

Фигурирующая в правой части формулы (13) мат­
рица Дирака 1(

11
) может оказаться либо на одном из 

циклов, либо на треке. Во втором случае после пре­

дельного перехода Т/ ---+ О антикоммутатор { 15 , 1(
11

)} 

обратится в нуль и соответствующее слагаемое из Q 
вклада в R не даст. То же самое произойдет, когда 
1(

11
) принадлежит циклу, но сворачивается с полем 

А~ ( k) (второе слагаемое в квадратных скобках в пра­
вой части (13)). 

Ситуация будет другой, когда 1(
11

) принадлежит 

циклу и сворачивается с Pv (первое слагаемое в 

квадратных скобках в (13)). В этом случае после 
вычисления шпуров и замены Р(11 ) ---+ р возникнут 
слагаемые, пропорциональные р2 . Согласно форму­
ле (4) при вычислении перенормированного интег­
рала к р2 нужно добавить w 2

. Если в формуле (4) 
интеграл по р сходится при j3 = О , то операция 
.С(Е .J.. О) r-1(E) J dw 2 (w2)e-l ... эквивалентна опера-
ции J dw 2 J(w 2

) ••• (см. [11]). Соответственно член, 
пропорциональный w 2 , вклада в Q не даст, и ано­
малий не будет. Однако если упомянутый интеграл 

расходится, то вклад в Q будет конечным даже при 
Т/ ---+ о. 

Этот вклад является причиной возникновения 

аномалий. В рассматриваемой модели, в отличие от 

электродинамики, вклад в аномалии будут давать 
циклы не только с тремя звеньями, но также и с 

пятью. Только эти однопетлевые диаграммы дают 

вклад в аномалии. 

Поскольку в формуле (12) имеется операция пре­
дельного перехода Т/ ---+ О , то никаких других кираль­
ных аномалий возникнуть не может, так как после 

этого предельного перехода «выживают» только фи­
зические 1-матрицы. 

Последнее имеет еще одно следствие, которое надо 

учитывать при вычислении последующих перенор­

мированных интегралов, соответствующих внутрен­

ним калибровочным линиям. Дело в том, что подын­

тегральное выражение может зависеть как от k2 , 

так и от k 2 = kµkvgfj (ТJ =О). Величину k 2 следу­
ет рассматривать как свертку импульса интегрирова­

ния с внешним тензором. Поэтому при вычислении 

перенормированного интеграла добавлять w 2 нужно 
только к k2 , но не к k 2 . 

Работа выполнена при поддержке Российско­

го фонда фундаментальных исследований (грант 
96-01-00726). 
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