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исходного, можно было дать простое статистичес
кое объяснение. Этим снималась необходимость об

суждения загадочного процесса коллапса волновой 

функции. 
Полученные выше, не имеющие классического 

объяснения, свойства АПР импульса, насколько из
вестно автору, не проверялись ни в одном из экспе

риментов. 

Основой таких экспериментов могла бы быть опи
санная в [9] изящная техника эксперимента с атом
ными пучками. Она позволила достаточно надежно 
реконструировать функцию Вигнера прошедшего че
рез две щели пучка атомов гелия. Если такую уста

новку удастся дополнить каким-либо косвенным из

мерением поперечной координаты атомов за щелью, 

то можно будет проверить описанный выше эффект 
редукции волновой функции при измерении. 

Работа выполнена при поддержке Российско
го фонда фундаментальных иссследований (грант 
96-02-16391-а). 
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ДИРАКОВСКИЙ ФЕРМИОН В СИЛЬНОМ КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ 
В 2+ 1 ИЗМJЕ:РЕНИЯХ 

В. Р. Халилов 

(кафедра теоретической физики) 

Изучается эффект образования пар заряженных фермионов сильным внешним кулоновским полем 

в двух пространственных измерениях. Найдены точные решения уравнения Дирака в кулоновском 

поле в 2+ 1 измерениях. Показано, что поведенше нижних уровней энергии электрона в сильном 
кулоновском поле существенно различно для случаев двух и трех пространственных измерений. 

Получено уравнение для определения критического заряда, которое решено численно для одной 

простой модели. Критический заряд в 2+ 1 измерениях существенно меньше его значения для той же 
модели в 3+ 1 измерениях. 

Двумерные системы нерелятивистских заряжен

ных фермионов, связанные с калибровочными элек
тромагнитным и Черна-Саймонса полями, привлека

ют значительный интерес в последние годы в связи с 

их весьма необычными свойствами, которые позво

лили применить эти модели к изучению таких кван

товых макроскопических явлений, как дробный кван

товый эффект Холла и высокотемпературная сверх
проводимость [1, 2]. Некоторые эффекты в физи
ке конденсированных сред указывают на то, что не 

только (2+ 1 )-мерные нерелятивистские фермионные 
системы, но также (2+1)-мерные системы со спект

ром энергий, который определяется гамильтонианом 

уравнения Дирака, по-видимому, существуют [3-5]. 
Свойства квантовых (2+1)-мерных систем частиц вы

зывают и чисто теоретический интерес в связи с те

орией анионов - частиц, подчиняющихся дробной 

статистике в 2+1 измерениях [2]. Это является моти
вацией настоящей работы. 

Здесь мы найдем точные решения уравнения Ди

рака в кулоновском поле для электрона, считая, что 

его движение ограничено в плоскости, и обсудим эф-

фект рождения пар заряженных фермионов (т. е. элек
тронов и позитронов) из вакуума сильным кулонов

ским полем в 2+ 1 измерениях, предсказанный в рабо
те [6] и всесторонне исследованный в работах [7-13] 
для случая 3+ 1 измерений. 

Нелишне напомнить, что в (3+1)-мерной кванто

вой механике выражение для энергии основного со

стояния электрона в кулоновском поле точечного за

ряда Zlel теряет смысл, когда E0 (Z) обращается в 
нуль. Для нахождения энергетического спектра элек

трона в кулоновском поле в этом случае необходимо 

поставить некоторое граничное условие при r = О , 
т. е. следует рассматривать потенциал, обрезанный на 

некотором расстоянии R [ 13]. С точки зрения физики 
рассмотрение обрезанного кулоновского потенциала 

эквивалентно учету конечных размеров ядра, созда

ющего кулоновский потенциал. 

В случае трех пространственных измерений спектр 

энергий электрона в сильном поле обрезанного (на 
малых расстояниях) кулоновского потенциала впер

вые был исследован в работе [13]. Оказалось, что 
с ростом Z в области Z > 137 уровни энергии 
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электрона становятся отрицательными и продолжа

ют опускаться до границы нижнего континуума -m. 
Значение Z = Zcr, при котором нижний уровень 
энергии электрона достигает границы нижнего кон

тинуума, называют критическим для основного со

стояния [10-12]. Если Z > Zcr' то основной уровень 
энергии электрона "погружается " в нижний конти
нуум, и если этот уровень не был заполнен, то в 
результате возникшего квазистационарного состоя

ния рождаются два позитрона, которые под действи

ем кулоновского отталкивания уходят на бесконеч

ность, а вакуум квантовой электродинамики (КЭД), 

возмущенный сверхкритическим кулоновским полем, 

приобретает заряд 2е [10-12]. В статье используется 
система единиц, в которой с = li = 1 . 

Квантовомеханическая задача о движении реляти

вистского электрона с массой m и зарядом е = -е0 , 

е0 >О в двух пространственных измерениях во внеш
нем кулоновском поле, моделирующем поле тяжело

го ядра, может быть решена точно. Вектор-потенци

ал кулоновского поля в декартовых координатах за

дадим так: 

A0 (r) = -Ze0 /r, Ах= АУ= О. (1) 

Поскольку (см" напр" [3]) в 2+ 1 измерениях алгебра 
матриц Дирака может быть представлена в терми

нах матриц Паули, выберем представление 1° = 17
3

, 

lk = iO"k и запишем уравнение Дирака в виде 

где 

(iдt - Нп)Ч! =О, 

Нп=аР+/Зm+еА0 := 

= 17
1 Р2 - 17

2 Р1 + 0"
3m + еА0 , 

(2) 

(3) 

а Рµ = iдµ - еАµ - оператор обобщенного импульса 
электрона. 

Решение уравнения (2) в поле (1) будем искать в 
полярных координатах r, <р в виде 

1 
Ф(t,х)= м=е:/!! (-iEEt+il<p)'lj;(r,<p), (4) 

у 27r 

где Е = ±1 - знак, Е >О - абсолютное значение 

энергии, l - целое число и 

( 
f(r) ) 

'lj;(r,<p)= g(r)ei'P . (5) 

Подставляя (4) и (5) в (2) и учитывая равенства 

получим следующую систему уравнений: 

df l Za 
- - -f + (EE+m+-)g= 0, 
dr r r 

dg 1 + l Za 
-+-g-(EE-m+-)f=O. 
dr r r 

(7) 

Точное решение уравнения Дирака и дискретный 

спектр энергий ЕЕ < m можно найти в полной ана
логии с вычислениями [14]. Для этого будем искать 
функции f и g в виде [14]: 

f = vm + Е е-Р/2 p"l- 1(Q1 + Q2), 

g = vm - Е е-Р/2 p"l- 1(Q1 - Q2), 

где введены обозначения 

р=2Лr, Л=vm2 -E2 , 

1=1/2+J(l+1/2)2-(Za)2, а:=е2 • 

(8) 

(9) 

Нелишне отметить, что величину / мы нашли, ис
следуя поведение волновых функций при малых r , и 
что справедливо равенство ( / - 1/2) 2 

- ( Z аЕ / Л) 2 = 
(l + 1/2) 2 

- (Zam/ А.) 2 . 
Далее, проводя преобразования системы уравне

ний (7) в соответствии со случаем трех пространст
венных измерений, нетрудно выразить их решение, 

конечное при р = О , через вырожденную гипергео
метрическую функцию F(a, Ь; z) следующим обра
зом: 

Ql = AF(1- 1/2 - (ZaE /Л), 21; р), 
Q2=BF(1+1/2-(ZaE/A.),21;p), (10) 

причем связь между постоянными А и В определя

ется соотношением 

В __ /_-_1_/2_-_Z_а_Е_/_Л А 
- l + 1 /2 + Z ат/ Л · 

Спектр энергий определяется из уравнения 

(11) 

(12) 

причем нетрудно показать, что допустимы следую

щие значения квантового числа nr: О, 1, 2, ... при 
l) О и 1, 2, 3, ... при l < О. Следовательно, дискрет
ный спектр энергий электрона в поле (1) имеет вид 

Е = m [1 + -----==(=Z а=)=2 ===--]-1/2 
(nr + J(l + 1/2) 2 

- (Za)2)2 
(13) 

Этот спектр энергий похож на спектр энергий 
скалярной заряженной частицы в кулоновском по

ле в трех пространственных измерениях, так как в 

(2+ 1 )-мерной квантовой теории электрон ведет се

бя подобно бесспиновому фермиону. Однако между 
спектрами истинного бозона и бесспинового элек
трона есть существенное отличие. Так, энергия элек

трона на низшем уровне ( l = nr = О) равна 

Еа = mJ1 - (2Za)2. (14) 

Энергия Е0 нижнего уровня обращается в нуль 
при Za = 1/2. Напомним, что в трех пространствен
ных измерениях энергия фермиона Е0 обращается в 
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нуль при Zcx = 1, а энергия бесспиновой заряжен
ной частицы на нижнем уровне при Zcx = 1/2 рав-
на m/ .J2. Выражение для энергии основного состоя
ния электрона в кулоновском поле точечного заряда 

теряет смысл, когда E0 (Z) обращается в нуль. Со
ответствующие волновые функции осциллируют при 
r ---+ О , вследствие чего отсутствует граничное условие 
в начале координат [10-12]. 

Для нахождения энергетического спектра электро

на в кулоновском поле в этом случае необходимо 

поставить некоторое граничное условие при r = О , 
т. е. следует рассматривать потенциал, обрезанный 

на некотором расстоянии R [ 13], что с точки зрения 
физики эквивалентно учету конечных размеров ядра. 
Предполагая, что в случае двух пространственных из

мерений с ростом Z в области 2Z > 137 поведение 
уровней энергии электрона аналогично трехмерному 

случаю, т. е. они становятся отрицательными и опус

каются до границы нижнего континуума -m, пока
жем, что такая ситуация действительно имеет место. 

Для этого рассмотрим решения и спектр уравне

ния Дирака в области 2Z > 137 и определим соответ
ствующее значение Zcr. Поскольку для определения 
Zcr мы должны рассматривать энергии вблизи гра
ницы нижнего континуума -m, уравнение Дирака 
запишем с учетом того, что ЕЕ ~ -m. Вводя функ
ции F(r) = r f(r) и G(r) = rg(r) и исключая из сис
темы (7) G ( r) , приходим к уравнению, определяюще
му функцию F вблизи границы нижнего континуума 
-m в виде 

d2F(r) ( 2 2 2EEZcx 
d2 + Е -m + + r r 

(Za)
2
-l(l+1))F( )-+ 

2 
r - О. 

r 

(15) 

Заметим, что вблизи границы верхнего континуума, 

т.е. при ЕЕ~ m, уравнением (15) после замены F(r) 
на G ( r) определяется функция G ( r) . 

Решение уравнения (15), убывающее при r ---+ оо, 
выражается через функцию Уиттекера вида 

находится ли это связанное состояние вблизи верхне

го или нижнего континуума. Это легко установить, 

используя асимптотическое представление для функ
ций Уиттекера для больших значений аргумента lzl 
в виде 

(19) 

Такое поведение волновых функций связанного со
стояния электрона легко объяснить, рассматривая 

уравнение (15) как одномерное уравнение Шрёдинге
ра, описывающее некоторую частицу с эффективной 
энергией Е' = (Е2 - m 2)/2m в поле с эффективным 
потенциалом 

Иeff(r) = -EEZcx/mr - (Zcx) 2 /2mr 2
• 

Отметим, что в случае ЕЕ= -m эффективный по
тенциал является потенциалом с широким барьером 

(о поведении эффективного потенциала в (3+1)-мер
ном случае см., напр., [12]). Нелишне подчеркнуть, 
что в 2+ 1 измерениях эффективный потенциал не со
держит члена -s(s + 1) = -3/4, зависящего от спи
на электрона. Отметим также, что волновые функции 

осциллируют при 1Е1 > m. 
Значение Zcr можно найти с использованием по

лученных точных решений. Сделаем это для простой 

модели, задавая потенциал в виде 

Ag (r) = -Zea/r, r) R; 

Ag (r) = -Zea/ R, r ~ R. 
(20) 

В области r ~ R уравнение для функции F ( r) имеет 
вид 

d2F dF ---+ 
dr2 rdr 

(( 
Za)

2 
1-z2) + ЕЕ+ R - m

2 + ----;:2 F(r) =О, 
(21) 

F(r) = DWf3,iv(2Лr), 

где 

( 16) решение которого выражается через функции Бесселя 
(J п ( z)) и функции Неймана ( N п ( z)) целочисленного 
индекса п следующим образом [15]: 

f3 = ЕЕZсх/Л, v = J(Za)2 - (l + 1/2)2, 

Л=vm2-E2. 
(17) 

Решение для G(r) вблизи ЕЕ= -m находится из ра
венства 

1 ( dF) G(r)= Zcx (1+l)F-dr (18) 

с использованием рекуррентных соотношений для 

функций Уиттекера. 
Вблизи границы верхнего континуума решение 

(16) с ЕЕ= m описывает функцию G(r). Связанное 
состояние электрона (при IEI < m или Л >О) всег
да локализовано в пространстве, независимо от того, 

(22) 

где 

(23) 

Для конечности F(r) при r =О необходимо, чтобы 
В1 =О. 

Для нахождения спектра уравнения Дирака необ

ходимо сшить решения в точке r = R: 
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В частности, в случае основного состояния l = О при 
ЕЕ= -m, учитывая, что параметр R мал по срав
нению с комптоновской длиной электрона 1 / m, так 
что можно полагать х ~ Za/ R, получим трансцен
дентное уравнение, определяющее (при фиксирован
ном R) критический заряд [16]: 

(
1- xW~,iv/2(x)) 

W,в,iv/2(x) 
(25) 

где Х = Zcra, v = J(2X)2 -1, /3 = -mZa/A., 
х = ЛR и штрих означает производную по аргументу 
функции Уиттекера х . 

Численное решение (25) при Rm =О, 03 и 0,02 да
ет соответственно Zcr ~ 89, 84 [16], что значительно 
меньше, чем для аналогичной модели в 3+ 1 измерени
ях, где, например, значение критического заряда при 

Rm =О, 03 равно Zcr ~ 170 [10-12]. Отметим также, 
что с уменьшением R уменьшается и Zcr. 

Следовательно, вакуум (2+1)-мерной КЭД в силь

ном кулоновском поле должен проявлять неустойчи

вость по отношению к образованию электрон-пози

тронных пар при существенно меньших значениях 

критического заряда, чем в (3+1)-мерной КЭД. Свой

ства вакуума (2+1)-мерной КЭД и связь модели с те

орией Черна-Саймонса будут рассмотрены в другой 

статье. 
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ГЛОБАЛЬНАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ В ЦЕПОЧКЕ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИ СВЯЗАННЫХ КВАДРАТИЧНЫХ 

ОТОБРАЖЕНИЙ 

А. Ю. Лоскутов, С. Д. Рбвлко 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Аналитически показано, что в цепочке из парам1етрически линейно сцепленных квадратичных ото

бражений наблюдается явление глобальной синхронизации, т. е. стремление системы к тривиальному 

равновесному состоянию. 

Введение 

Развитие качественнной теории дифференциаль

ных уравнений показывает, что поведение многих 

физических, химических и ряда других распределен

ных систем может быть эффективно смоделировано 
сетью (или решеткой) отображений, т. е. популяци

ей взаимодействующих подсистем. Такие подсистемы 

могут быть как детерминированными, для которых 

последующее состояние Хп+l единственным образом 
определяется последовательностью предыдущих со

стояний Хп, Хп_ 1 , Хп_ 2 , ••• , так и вероятностными, 

когда задана вероятность перехода подсистемы в но

вое состояние. Наиболее часто в качестве динамичес

ких систем, составляющих решетку, выбираются од

номерные отображения Та: х г--+ f (а, х), или, в тер-

минах итераций, 

При этом связь между отображениями может осу

ществляться по-разному. Наиболее часто использует
ся диффузионный вид связи (см., напр., [1-6]), когда 
каждый элемент ( i, j) в сети взаимодействует с сосед
ними по диффузионному закону. В двумерном случае 
такая связь может быть записана как 

xi,j - f(xi,j а)+ 
п+l - п ' 

+ dl [f(x~-l,j, а) - 2f(x~j, а)+ f(x~+l,j, а)]+ 

+ d [!( i,j-1 ) 2/( i,j ) + !( i,j+l )] 2 Хп , а - Хп , а Хп , а , 


