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ВЕРХНИЕ И НИЖНИЕ ВАРИАЦИОННЫЕ ОЦЕНКИ В РАСЧЕТАХ 
ТРЕХЧАСТИЧНЫХ СИСТЕМ С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМИ 

ПРОБНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

А. Г. Дончев, Н. Н. Колесников, В. И. Тарасов 

(кафедра теоретической физики) 

Получены все формулы, необходимые для расч1ета не только верхней (Eu ), но и нижней (EL) 
вариационных оценок энергии трехчастичных систем с использованием пробных функций в виде 

разложения по многомерным экспонентам. Нижние вариационные оценки с такими пробными функ­

циями находятся впервые. На ряде конкретных примеров показано, что, хотя Е L обычно является 

более далекой оценкой точного значения энергии системы (Е0 ) по сравнению с Eu, она позволяет 
также обеспечить значительно более надежную эк~страполяцию. 

Введение 

В обычно используемом нерелятивистском по­
тенциальном подходе для решения уравнения Шрё­

дингера систем трех и более частиц применяются 

различные методы, однако наиболее универсальным 

остается вариационный метод, который к тому же 

обеспечивает наиболее высокую точность при расче­

те связанных систем. Его важным достоинством яв­

ляется односторонний характер сходимости, причем 

имеется возможность находить как верхнюю ( Eu ), 
так и нижнюю ( Е L) оценки энергии, что во многих 
случаях является гарантией точности и надежности 

расчетов. 

Верхнюю оценку энергии основного состояния Е0 
системы находят путем минимизации по пробной 

функции 'ljJ функционала: 

Еи = (7/JIHl'I/;) 
( 'ljJ 17/J) , (1) 

где Н - гамильтониан. Для нахождения нижней 

оценки удобно использовать формулу Темпла [1] 

справедливую для всех пробных функций, обеспечи­
вающих неравенство Eu < Е1 , где Е1 - энергия 

первого возбужденного состояния системы (или не­
которая ее оценка снизу). 

Пробную функцию общего вида можно предста­
вить в виде разложения по некоторым базисным 

функциям 'Pi : 

п 

'1/;= Lai'Pi(a/), (3) 
i=l 

где ai и ai - вариационные параметры. Путем уве­
личения числа членов в этом разложении можно при­

близиться к точному решению, а совместный анализ 

сходимости оценок Eu и Е L позволяет дополнитель-

Для расчета S -состояний трехчастичных систем 
часто используется экспоненциальный базис [7-1 О] 

3 

'Pi(ai) = ехр { - L aiRk }, (4) 
k=l 

правильно описывающий асимптотику волновых 

функций и обеспечивающий хорошую сходимость 
(здесь R1 - расстояние между 2-й и 3-й частица­

ми, R2 и R3 соответствуют циклической переста­

новке частиц 1, 2, 3). Результаты таких расчетов как 
ядерных, так и атомных систем публиковались (см., 

напр., [6-10]), однако все они относились только к 
верхней оценке Eu. Это было связано не только с 
трудоемкостью расчетов, но и с отсутствием соответ­

ствующих формул для нахождения нижней оценки. 
В следующем разделе, а также в приложении приво­

дятся все необходимые формулы для расчета верхней 
и нижней оценок энергии трехчастичной системы. 

Формулы для расчета Еи и EL 

В выражения как для верхней, так и для ниж­

ней вариационных оценок энергии входят интегралы 

вида 

СХ) СХ) 

Iklm(x1x2xз) := 87!" 2 ! R~ dR1 ! R~ dR2 Х 
о о 

R1 +R2 з f R~ dRзexp { - L:xqRq }, 
q=l 

(5) х 

СХ) СХ) 

Uf1m(x1x2xз) := 8?r2 ! V(R1)R~ dR1 ! R~ dR2 х 
о о 

R1 +R2 з f R~ dRзexp { - L:xqRq }, 
q=l 

(6) х 

но уточнять результаты с помощью нахождения экст- где V(R 1 ) - потенциал взаимодействия 2-й и 3-й 
раполированной оценки Е= [2-5]. частиц. 
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В свою очередь эти интегралы могут быть + 2(в;с~ + В~С~)(1°- 13 - 12- 11 - 1°11 ) + 
найдены действием дифференциального оператора 
(-д/дх1)k(-д/дх 2 ) 1 (-д/дх3)m на два фундамен- + 2(В~С~ + B~C~)(l002 - 1

200 
- 1°

20
) + 

тальных интеграла [ 6, 8]: + 2 ( вf с{ + в{ cf )( 1200 - 1020 - 1002) + 
ООО l67r2 

l (х 1 х 2 х 3 ) = , (7) + 2(В'2· сз1· + вз2·с·1·)(13-10 _ 1110 _ 11-12) + 
(х1 + х2)(х2 + х3)(х3 + х1) 

оо + 2(B~Cf + B~Cf )(130-1 _ 112-1 _ 1101) + 
ООО l67r2 ! 

И1 (х1х2х3) = ( )( ) V(R1) dR1 Х 2 (В~сз· вз·с~)(l 130 l 112 1110) 
Х2 + Х3 Х2 - Х3 + i 2 + 1 2 - - - - + 

о 

Х exp{-x1R1} (exp{-x3R1} - exp{-x2R1}). (8) 
В частности, нормировка пробной функции (3) запи­
сывается в виде 

('Фl'Ф) = L aiaj\ilj), 
i,j 

где (ilj) = l 111 (af +а{, а1 +а~, а1 +а~). 
Для матричного элемента оператора Т кинетичес­

кой энергии между состояниями i и j можно полу­
чить следующее: 

(ilTlj) = 2(Bfl011 + в;1101 + в11110) - Ai 1111 -

_ Cf (!120 + 1102 _ 1300) _ с; (!012 + 1210 _ 1030) _ 

_ C~(I201+ 1021_ 1003), 

где 

. п2 .. 
с~= --aia1, 

2m3 

lklm = lklm(ai + aj ai + aj ai + aj) 
- 1 1' 2 2' 3 3 . 

Матричные элементы для потециалов всех употре­

бительных форм имеют простой вид. В частности, 
для кулоновского взаимодействия 

(ill/ Rllj) = l 011 (af +а{, а1 +а~, а1 +а~), 
а для экспоненциального потенциала 

(il exp{-Л1R1}lj) = l 111 (af +а{ +Л1, а1+а~, а1+а~). 
Нахождение нижней вариационной оценки (2) 

требует еще вычисления матричных элементов опера­
торов квадрата гамильтониана. Для матричных эле­

ментов Т2 получаем 

(ilT2lj) = 

= Ai Aj 1111 - 2(Bf Aj + Bf Ai)1011 -

- 2(B;Aj + B~Ai)l101 - 2(B1Aj + B~Ai)l110 + 

+ ( cf Aj +с{ Ai)(1120 + 1102 _ 1300) + 

+ (c;Aj + c~Ai)(1012+ 1210 _ 1030) + 

+ (C1Aj + C~Ai)(l201+ 1021_ 1003) + 

+ 2(Bfc~ + в{с1н1-103 - 1101 - l-121) + 

+ 2(в;с~ + в~с;н1020 _ 1002 _ 1200) + 

+ 2 (в1с~ + в~с;н1о3-1 _ 1011 _ 121-1) + 

+ 4Bf в{ l- 111 + 4(Bf в~+ в{ в;)1°01 + 

+ 4в;в~11 - 11 + 4(Bf в~+ в{ в~)1°10 + 

+ 4(в;в~ + В~В1)1100 + 4B1B~l11-1 + 

+с~с~ и-1-15+ 13-11+ l-131_ 211-13_ 21-113+21111 )+ 

+(с~с1+с~сfн212-12_ 14-10+ 1030 _ 10-14) + 

+( с~с~ + с~с;н21-122 _ 1-140 _ 1-104 + 1300) + 

+cf с{ и5-1-1+113-1+11-13_2131-1_213-11+21111 )+ 

+(cfc~ + с{с;н2122-1_ 104-1_ 140-1+ 1003) + 

+с;с~ и-15-1+ l-113+ 131-1_ 21-131_ 2113-1+2!111). 

В случае отрицательных индексов в (5) следует вмес­
то дифференцирования выполнить интегрирование 
по параметрам Xk. Интегралы, входящие в выраже­

ния для Eu и EL, приведены в приложении. 
Расчет матричных элементов V 2 аналогичен на­

хождению (ilVlj). Например, для кулоновского 
взаимодействия 

(ill/ Rilj) = l-111 (af +а{, а1 +а~, а1 +а~), 

(ill/ R1R2 lj) = 1°01 ( af +а{, а1 +а~, а1 +а~). 
Наконец, матричный элемент оператора 

V(R1)T + TV(R1) можно записать в виде 

(ilV(R1)T + TV(R1)lj) = 

_ 2 (вjuo11 + вju101 + вju110) _ - 11 21 31 

_ Aju111 + Cj(uoo3 _ u201 _ uo21) + 1 3 1 1 1 

+ Cj(U300 _ u120 _ u102) + Cj(Uo30 _ u012 _ u210) 11 1 1 21 1 1. 

В случае кулоновского потенциала 1/ R1 

для экспоненциального потенциала V(R 1 ) 

= ехр{-Л1R1} 
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Eu 

-2.903724200 

-2.903724300 

0.0000000 0.0000005 0.000001 о 0.0000015 
(Eu -EL )123 

Зависимость между Еи и Еи - EL (пунктирная линия 

соответствует линейной м.н.к.-аппроксимации) 

Численные расчеты 

Оптимальные значения вариационных парамет­

ров определялись с помощью процедуры, сочетавшей 

в себе пошаговый и глобальный поиск [5, 11-13]. 
Согласно этой процедуре, пробная функция строится 
путем последовательного добавления членов в раз­
ложение (3). На каждом шаге из условия миними­
зации верхней оценки находятся только нелинейные 

параметры добавляемого члена при фиксированных 
параметрах ранее найденных членов. Для этой цели 

используется метод Монте-Карло с функцией распре­
деления, подбираемой для каждого расчета на осно­

вании анализа фактически складывающегося распре­
деления (самообучение алгоритма). Найденные та­

ким образом нелинейные параметры используются и 
для расчета нижней оценки. Линейные же параметры 

находятся каждый раз независимо для Eu и Е L с 

помощью традиционных методов. Как показывают 

конкретные расчеты (примеры см. ниже), использо­

вание такого подхода позволяет значительно (в два 

и более раз) уменьшить число членов в разложении 
(3) по сравнению со случаем, когда нелинейные па­
раметры не варьируются, а задаются на некоторой 

предопределенной сетке, выбираемой тем или иным 

способом. 
В качестве одного из примеров приведем ре­

зультаты расчета для атома гелия с бесконечно 
тяжелым ядром. Полученные при п=100 оценки: 

Eu = -2,903724364 а.е., EL = -2,903741 а.е. (при 
расчете EL использовалось значение энергии перво­
го возбужденного состояния Е1 = -2,17522938 а.е.). 
Рисунок, на котором показана зависимость между 

верхней и нижней оценками энергии атома гелия 

=Не при различном числе членов п в разложении (4), 
иллюстрирует процедуру экстраполяции к значению 

Е= = -2,903724377(2) а.е. Как видно, благодаря 
близкому характеру сходимости Eu и EL удается 
уменьшить погрешность расчета на полтора поряд­

ка. Достаточно узкий интервал, в пределах которого 

заключено точное значение энергии системы, может 

быть существенно сужен при увеличении числа чле­

нов в (3). Что касается верхней оценки, она являет­
ся лучшей при числе членов п = 100 и относится к 
числу самых точных расчетов атома гелия (ер. [7, 9, 
14, 15]). 

Другой пример - экзотическая система е- е- е+. 
Расчеты проводились до п = 150, причем Eu (150) = 
= -0,2620050694 а.е., а EL (150) = -0,26200561 а.е.; 
экстраполированная оценка Е= = -0,2620050700(3) 
а.е. При расчете нижней оценки в качестве энер­

гии первого возбужденного состояния взято значе­
ние -0,25 а.е., соответствующее развалу системы на 
е+е- и е-. 

Наконец, приведем также результаты расчета 

мезомолекулы водорода (р + р + µ): Eu(100) = 
= -102,223723 а.е., EL (100) = -102,2258 а.е., 
Е= = -102,223742(3) а.е. 

Приложение 

Интегралы Jklтn 

Интегралы lklm ( х 1 , х 2 , х 3 ) с неотрицательными индекса­
ми являются однородными полиномами степени k + l + m + 3 
относительно переменных 

F1 = (х2 + х3)- 1 , F2 = (х3 + х1)- 1 , F3 = (х1 + х2)- 1 . 

Для нахождения верхней вариационной оценки в задачах с 

кулоновскими, экспоненциальными либо юкавскими потенци­

алами требуются следующие интегралы и их комбинации (все 

интегралы приведены с точностью до числового множителя 

l67r2 
): 

1°00 = F1F2F3, 

1111 = 21°00 ( (F1 + F2)(F2 + F3)(F3 + F1)-

- F1F2F3), 

1°11 = 1°00 (F1F2 + F2Fз + F3F1 + 2Ff), 

1101 = 1°00 (F1F2 + F2Fз + F3F1 + 2Fi), 

1110 = 1°00 (F1F2 + F2F3 + F3F1 + 2Fi), 

1120+ 1102 _ 1300 = 21111 _ 81000 р2 р3 (р2 + р3 ), 

1012+ 1210 _ 1030 = 21111 _ 81000 р3 р1 (р3 + р1 ), 

1201+ 1021_ 1003 = 21111 _ 81000 р1 р2 (р1 + р2 ). 

Для записи интегралов с отрицательными индексами удоб­

но ввести следующие обозначения: 

G1 = (х2 - хз)- 1 , G2 = (хз - х1)- 1 , Gз = (х1 - х2)- 1 , 

S [nJ _ сп l F2 cn-1 F 1 G pn-1 
с1 - 1 n р3 - 1 3 - · · · - п _ 1 1 3 ' 

5[nJ - сп l F2 - cn-1 F + ... + (-l)n-1 G pn-1 
в1 - 1 n р3 1 2 п _ 1 1 2 ' 

5[n] - 5[n] + 5[n] 
1 - Cl El' 

S [n] S[n] S[n] S[n] S[n] S[n] N[n] N[n] 
С2' С3' Е2' Е3' 2 ' 3 ' 2 ' 3 МОЖНО получить путем 

циклических перестановок индексов 1, 2, 3. 
Для нахождения нижней вариационной оценки нужны сле­

дующие интегралы и их комбинации: 
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1°00 (F2 + F3), 

1020 + 1002 - 1200 

Ff 5i
1
J - F15i

3
J + 1°00 ( F1 + ~(F2 + F3)), 

21°11 - 41°0° F2F3, 

1110 + 11-12 - 13-10 

112-1 + 1101 - 130-1 

21°0° F1 ( F3 + 2F2) + 4Fi 512] - 4Fi 513]' 

21°0° F1 ( F3 + 2F2) - 4Ff 5l2] - 4Ff 513
]' 

1300 + 21-122 - 1-140 - 1-104 

21111 + 113-1 + 11-13 _ 2131-1 _ 213-11 

41111 F1(F3 + 2F2) - 161°0° F1(F:f + Fi) - 32Ff 5i1J, 

4(1120 + 1102 - 1300 - 1111) + 

+ 12F2 ( - 25~1 Fi + 35~1 Fi - 35~1 F2 + 25~1) + 

+ 12F3 ( - 25~1Fi - 35~1Ff + 35~1F3 + 25~1), 

15-1-1 60 - - 2 3 -+--+--+- + 
{ 

1 [N[5J F F (Fi F:j Fз F2Ff Ff )] 
Х1 l 4 6 6 4 

:И. [N[4J F F (Fi F2F3 Ff )] +-- - 2 3 -+--+- + 
xi 1 3 4 3 

+ -- N - F2 F3 - + - + - N - F2 F3 + :И. [ [3J ( F2 F3 ) ] 1 [ [2] ] 
xr 1 2 2 xf 1 

z 

где dilog(z) = Jlnxdx/(1 - х) - дилогарифмическая функ-
1 

ция. Остальные интегралы и их комбинации можно получить 

путем циклических перестановок индексов 1, 2, 3. 
В случаях, когда max( х1 / х2, х1 / х3) < О, 3, формула для 

15
-

1
-

1 может привести при численных расчетах к значитель­

ным потерям точности за счет ошибок округления. Поэтому в 

данной области параметров целесообразно пользоваться вы­

ражением 

15 -l-l = 30 х 

х { W + F3 [ 325~]1 - ( 7G~ - F2 G~ - F:j G2 + 7 Fi) F2 G2] + 

+ 2 [ 45~]1 + F2 G2 ( G~ - Fi)] Ff + 

2 [ [3] ( ) ] 3 [2] 4 2 [1] 5} + 3 45N1 - F2 + G2 F2G2 F3 + 5N1F3 + 55N1F3 , 

где 

w = - 30~~ m=~ ... vm ~ч: ~)~) [ ln с1:ииv) + Jm+6]. 
Обычно в этом разложении требуется не более 10 членов. 
Остальные введенные величины находятся по формулам 

5~i = 2Cf ln ~: - СГ1 
( F1 + G1) -

- с~-2 (Fi- с~)- ... - п ~ 1 (FГ-1 + (-l)nG~-1), 

Jn = и(-1 -Jn-1), 
п-1 

n= 2,3, ... , 

и+1 J1 = uln--, 
и 

Х3 
и==-, 

Х2 

Х1 
v=-. 

Х3 
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