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РАДИОФИЗИКА 

УДК 537.52 

УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПЛАЗМ]Ьl И ГРАНИЧНОГО СЛОЯ 

ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА 

С УЧЕТОМ СТОЛКНОВЕНИЙ ИОНОВ 

С. А. Двинин, В. А. Довженко, А. А. Кузовников 

(кафедра физичеСl'<.оЙ электроники) 

Предложено интегро-дифференциальное уравнение, обобщающее уравнение плазмы и слоя Ленг

мюра и Тонкса, в котором учтена возможность перезарядки ионов на нейтралах в разряде. Это 

уравнение позволяет корректно рассмотреть переход разряда от режима свободного пробега ионов 

к диффузионному в чистых газах. Приведены численные решения уравнения. 

Одной из проблем в физике газового разряда яв
ляется учет плавного перехода от бесстолкновитель
ного режима движения ионов к стенке, при котором 

длина свободного пробега иона Л много больше 

характерного размера плазмы L [1], к столкнови
тельному ( L ~ Л) [2]. Данная задача нелокальна, 
и поэтому она должна учитывать возможность на

рушения квазинейтральности плазмы вблизи стенок 

разрядной трубки, а также вероятностный характер 

столкновений ионов с атомами при постоянной дли

не свободного пробега, характерной для перезаряд

ки в сильных полях. В настоящей работе получе

но интегро-дифференциальное уравнение, позволяю
щее проанализировать как область квазинейтраль

ной плазмы ( столкновительную область и кнудсенов
ский слой), так и область слоя пространственного 

заряда и описывающее плавный переход от низких 

к средним давлениям, когда уже можно использовать 

гидродинамическое приближение с последующим пе

реходом к диффузионному режиму. Поскольку газо
вый разряд при низких и средних давлениях исполь

зуется довольно часто, в том числе и в современных 

плазменных технологиях [3, 4], решение данной за
дачи имеет не только научный, но и практический 

интерес. 

Разряд считаем расположенным в ограниченной 

области пространства вдоль одной из координат 

(lxl ~ L). Зависимость параметров плазмы от дру
гих координат отсутствует. Геометрия разряда может 

быть плоской, цилиндрической ( х = r) или сферичес
кой ( х = r ). По аналогии с теориями Ленгмюра-Тон
кса [1] и Шоттки [2] предполагаются выполненными 
следующие условия. 

1. Плазменный столб состоит из электронов, ней
тралов и однозарядных ионов одного сорта. 

2. Функция распределения электронов по энерги
ям не зависит от координат и имеет максвелловский 

вид. 

3. Основной механизм ионизации - прямая иони

зация электронным ударом из основного состояния, 

а рекомбинации - рекомбинация на стенках. 

4. Кроме этих трех стандартных предположений, 
используемых в теории положительного столба, при-

7 ВМУ, физика, астрономия, № 5 

нимаем, что все столкновения ионов с нейтралами со

провождаются перезарядкой (пренебрегаем упругими 

столкновениями ионов). Энергию ионов, образовав

шихся в результате перезарядки, считаем нулевой. 

Это наиболее жесткое предположение, так как сече

ние перезарядки превышает сечение упругого столк

новения лишь при взаимодействии атома с собст

венным ионом [5]. Поэтому, приняв условие 4, мы 
исключаем из рассмотрения разряд в смеси газов. 

5. Распределение потенциала в плазме предпола
гаем монотонным. 

При записи уравнений используются безраз

мерные переменные: Т/ = - ( е<р / kTe) , s" = х" / L, 

s' = x'/L, s = x/L, Vx = Vi/Vs, :\ = Л/L и 
а= (Rп/ L )2

, где е - элементарный заряд, k - по
стоянная Больцмана, <р(х) - потенциал (<р(О) =О), 
Vi - скорость ионов, Те - температура электро

нов, Vs = JkTe/M - ионно-звуковая скорость, 

Rп = JkTe/4'тre 2no - радиус Дебая, по - плот
ность электронов в центре разряда, М - масса иона, 

а также обозначения Ne, N для плотности электро

нов и ионов соответственно. 

Из условий равновесия газа электронов с электри

ческим полем получаем 

Движение каждого отдельного иона между столк

новениями удовлетворяет уравнению Ньютона. Ио

ны, родившиеся в окрестности ds' точки s' и про
шедшие путь от s' к s без столкновений, создают в 
окрестности ds точки s число ионов 

(µ = О, 1, 2 для плоской, цилиндрической и сфери
ческой геометрий). Оставшиеся ионы испытали пе

резарядку хотя бы один раз. Ионы, родившиеся в 

окрестности ds' точки s' и последний раз переза-
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рядившиеся в окрестности ds" точки s" , создают в 
окрестности ds точки s число ионов 

d2 N(2)(s, s', s") ds = 

= (s') µ vi(s')Ne(s') ds'ds"ds ;, ехр (- s-:::... s"). 
s J2(17(s") -17(s1

)) Л Л 

Интегрируя по s" от s' до s, складывая dN(l) и 
dN( 2) и интегрируя затем по всем точкам рожде
ния s1 ОТ 0 ДО s, ПОЛУЧИМ 

s 

N(s) = J (~)µ vi(s')Ne(s') ds' Х 
о 

{ 
exp{-(s - s')/:\} Js 1 d 11 exp{-(s - s")/:\}} 

х y/2(17(s1) -17(s)) + Л 8 
J2(17(s") -17(s)) . 

s' 

(2) 
Подставляя выражения для плотностей электро

нов (1) и ионов (2) в уравнение Пуассона и изменяя 
порядок интегрирования в двойном интеграле, при

дем к уравнению 

а d µ d17 
--s -= 
sµ ds ds 

_ { { ( )} ViL Js d 1exp{-(s - s")/:\} - - ехр -17 s - -- s х 

Vssµ J2(17(s) -17(s1
)) 

о 

s' 

х { s"' ехр{ -~( s) )+r ! s"" ds" ехр{ -~( s)}}}. (3) 
о 

Граничные условия для уравнения (3) 

(4а) 

=0 

s=l 
(4б) 

являются следствием симметрии плазменного столба 

и равенства тока ионов (первое слагаемое в (4б)) и 

электронов (второе слагаемое) на стенку. Коэффици
ент / , близкий к единице, учитывает отклонение от 
больцмановского распределения, связанное с обедне

нием функции распределения электронов по энерги-

ям в области больших энергий [6], Vf = J8kTe/тrm 
(m - масса электрона). 

Уравнение (3), которое будем в дальнейшем назы
вать столкновительным уравнением плазмы и слоя, 

относится как к диффузионному режиму [2], так и 
к режиму свободного пробега ионов [ 1] в газовом 
разряде и позволяет корректно описывать как об

ласть квазинейтральной плазмы, так и область слоя 

пространственного заряда при размерах плазмы L от 
нуля до нескольких десятков длин свободного пробе-

га. При Л ---+ оо (3) переходит в известное уравнение 
плазмы и слоя [ 1, 7], а при Л ---+ О интегралы в правой 
части вычисляются, что приводит к гидродинамичес

кому приближению. Собственным значением (3) яв
ляется величина Z = (viL/Vs). Использование усло
вия 5 необходимо, чтобы подкоренные выражения 
в (3) были неотрицательными. 

В гидродинамическом приближении аналогичный 

переход от больших к малым длинам свободного 

а 

1.5 у Е 11,,,n;, , , ri 

1.Ог----

0.5 

------------~-------~---
() 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

1.5 11,,,n;,V, E,ri б 

1.Ог-------

0.5 

о 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

в 

1.5 11,,,n;,V, E,ri 

l.Ot-----

0.5 

о 

Пространственное распределение параметров плазмы: 

пе и п; - плотности электронов и ионов соответствен

но, отнесенные к плотности электронов в центре плазмы; 

V - скорость течения ионов, отнесенная к ионно-зву
ковой; 77, Е - безразмерные потенциал и электрическое 
поле в плазме при различных условиях, рассчитанные с по

мощью уравнения (3) при учете слабой неквазинейтраль
ности: а - Л/L = 170 , Rп/L = 0,0017, Z = 0,59; 
б - Л/L = 0,25, Rп/L = 0,0025, Z = 0,41; 

в - Л/ L = 0,042, Rп/ L = 0,0042, Z = 0,24 
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пробега для квазинейтральной плазмы (Rп =О) осу

ществил Перссон [8], предполагая независимость час
тоты столкновений ионов от их энергии, что при 

малых длинах свободного пробега не всегда верно. 

При а= О граничное условие (4б), как и в случае 

уравнения плазмы и слоя, заменяется условием 

~: ls=l = ОО. (4в) 

Приведем результаты расчета параметров плазмы 

по уравнению (3) при конечном, но малом радиусе 
Дебая для плоской геометрии, так как именно этот 

случай характерен для современных плазмохимичес

ких реакторов. На рисунке приведено пространствен

ное распределение параметров плазмы при различ

ной величине длины свободного пробега иона: от 170 
(это практически соответствует режиму свободного 
пробега ионов) до 0,042. При длине свободного про
бега ионов свыше 10, когда применим режим свобод
ного пробега, кривые почти совпадают. Когда длина 

свободного пробега уменьшается до величины, со
ставляющей две полуширины столба, частота иони

зации, необходимая для поддержания разряда, падает 

на 10%. Пространственное распределение плотности 
плазмы при длине свободного пробега 0,01 отличает
ся от синусоидального, следующего из теории Шот

тки. Это связано с тем, что интегральное уравнение 

соответствует режиму сильного поля, когда подвиж

ность ионов обратно пропорциональна корню из на
пряженности электрического поля, в то время как в 
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теории Шоттки предполагается постоянная подвиж

ность. Квазинейтральность решения нарушается при 

скорости течения плазмы, которая с точностью до 

ошибок численного интегрирования уравнения равна 

ионно-звуковой, несмотря на то что функция распре
деления ионов по энергиям не моноэнергетична. 

Уравнение (3) позволяет также получить самосо
гласованное решение для функции распределения по 
скоростям ионов, бомбардирующих границу твердо

го тела, в частности, оно может быть использовано 

при анализе процессов в плазмохимических реакто

рах низкого давления. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ АБСОЛЮТНОГО МАКСИМУМА 

КОРРЕЛИРОВАННОЙ СТАЦИОНАРНОЙ ГАУССОВОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

А. В. Гусев 

(ГАИШ) 

Рассчитана функция распределения абсолютного максимума коррелированной стационарной га

уссовой последовательности. В окончательную формулу входят функции Оуэна Т (с, а), табулиро

ванные для широкого интервала возможных значе111Ий аргументов с и а. Основные результаты кон

кретизированы для вычисления аномальных ошибiок при поиске астро-гравитационной корреляции. 

Введение 

Необходимость учитывать особенности распреде

ления абсолютного максимума (наибольшего значе

ния) реализации стационарного гауссова случайного 

процесса возникает во многих прикладных задачах. 

Важным примером таких задач является оценивание 

по методу максимального правдоподобия неизвест

ного параметра l Е (lmin, lmax) полезного сигнала 
s(t, l), принимаемого на фоне гауссовых помех [1]. 
Действительно, при большой длительности априор

ного интервала (lmiщ lmax) возможных значений не
известного параметра l, значительно превосходящей 
эффективную длительность i функции S (l 1 , 12), не
обходимо учитывать наличие аномальных ошибок. 
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Аномальные ошибки обусловлены шумовыми вы
бросами на выходе оптимального приемника. Так 

как максимально-правдоподобная оценка lm опреде
ляется по положению глобального максимума выход
ного сигнала оптимального приемника, для расчета 

аномальной ошибки приходится учитывать распре

деление абсолютного максимума реализации помехи 

на выходе оптимального приемника. 

Пусть Т - длительность реализации стационар

ного дифференцируемого (в среднеквадратическом) 

гауссова случайного процесса n(t), О ~ t ~ Т, с 
нулевым средним значением и функцией корреляции 

К(т) = (Т 2 R(т), 


