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УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА ДЛЯ ОСЦИЛЛЯТОРА. 
СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 

А. С. Вшивцев, В. А. Вшивцев, А. В. Татаринцев, А. Р. Френкин 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

С помощью предложенной процедуры, связанЕюй с исследованием аналитических свойств лап­

ласовских образов волновых функций, найден ~спектр одномерного уравнения Шрёдингера для 

линейного осциллятора и осциллятора со сдвигом. 

В работе [1] была разработана процедура нахож­
дения спектра уравнения Шрёдингера (УШ), которая 
сводила задачу к решению бесконечной системы ли­

нейных алгебраических уравнений. 

Представляет несомненный интерес сравнение 

приближенных решений, полученных этим методом, 

с точными решениями УШ, известными для некото­

рых потенциалов. В этой связи мы исследуем одно­

мерный линейный осциллятор, для которого алгеб­

раическая процедура просто приводит к известному 

точному решению УШ [2], а также осциллятор со 
сдвигом, для которого алгебраический метод дает 

лишь приближенное решение задачи. 

Следуя работе [1], рассмотрим сначала УШ для 
осциллятора: 

Ф" (Л, х)- х 2Ф (Л, х) + ЛФ (Л, х) =О. (1) 

Решением уравнения ( 1) являются четные Ф ( Л, х) 
и нечетные Ф(Л, х) (по х) волновые функции (ВФ), 
которые будем искать в виде разложений 

= ап(Л)х2п 
Ф(Л,х)=L( _ )"' 

= - ( ') 2п+1 - ~ап л х 
Ф(Л,х)=~ ( )", 

2п 1 .. 
п=О 

2п+ 1 .. 
п=О 

(2) 
причем для простоты выбираем ао = ао = 1 . 

Для нахождения спектра УШ (1) используем обоб­
щенное преобразование Лапласа, специально подо­

бранное для функций с асимптотическим поведением 

ехр { ±х2 /2} при lxl---+ оо: 

СХ) 

Ф(Л,w)=/!;/ Ф(Л,х)е-х2 1 2"'dх, 
о 

- 11!;/СХ) - 2 /2 Ф(Л,w)=- - хФ(Л,х)е-х "'dx. 
(.j) 7rLI.! 

о 

(3) 

ВФ (2) удовлетворяют условию Ф, Ф Е 
Е L 2(-oo, оо) лишь для таких значений энергии Л 
(спектр УШ), для которых лапласовские образы ВФ 

Ф(Л,w) и Ф(Л,w) регулярны в точке w = 1. 
Подстановка разложений (2) в формулы (3) дает 

СХ) СХ) 

Ф(Л, w) = L ап(Л)wп, Ф(Л, w) = L ап(Л)wп. (4) 
п=О п=О 

Применяя преобразования (3) к УШ для Ф и 

Ф, можно получить два уравнения первого поряд­

ка для функций Ф(Л,w) и Ф(Л,w), которые удобно 
объединить и записать в виде уравнения для функ­

ции Фа(Л,w), совпадающей с Ф(Л,w) и Ф(Л,w) при 
а= 1/4 и а= 3/4 соответственно: 

( 
2 ) дФа 1 1 - w -

8 
+ - ( Л - 4aw) Фа = О. 

(.j) 2 
(5) 

Это уравнение имеет решение 

Функция Ф °' ( Л, w) регулярна в точке w = 1 при 

Л = лr;;) = 4N + 4а, N =О, 1, .... Эти значения Ли 
определяют спектр УШ (1), причем индексу а= 1/4 
соответствуют четные ВФ, а а= 3/4 - нечетные. 

Функция Фа(Л,w) может быть представлена в ви-

де (см. (4)): Фа(Л,w) = f: РА°')(Л)wп, где исполь-
п=О 

зованы обозначения РА1 /4)(Л) = ап(Л), РА3/4)(Л) = 
= ап(Л). Из УШ (1) или уравнения (5) следует, что 

величины РА °') ( Л) являются полиномами по перемен­
ной Л, удовлетворяющими рекуррентным соотноше­

ниям 

(п + 1)Р~~1 (Л) - (п + 2а - 1)Р~~)1 (Л) = -~РА°')(Л). 
(7) 

Тогда Фа(Л, w) (6)- производящая функция этих 
полиномов, имеющих вид 

(8) 

Х I)-l)n-k Г(k +а - Л/4)Г(п - k +а+ Л/4). 
k=O Г(k + l)Г(п - k + 1) 

Эти полиномы РА °') ( ,\) (фактически являющиеся 
одним из видов полиномов Полачека [3] мнимого 
аргумента) ортогональны на мнимой оси энергий Л 

отдельно для четных (а= 1/4) и нечетных (а= 3/4) 
решений УШ (1): 

iCXJ 

! р(а)(Л)Р(°')(Л)g (Л)dЛ = (-1)пГ(2а + п) д 
. п k а п!Г(2а) kп, 

-iCXJ 
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причем весовая функция gа(Л) имеет вид где функции В(Л, у) и В(Л, у) регулярны в точке 

i·22a-31 12 
gа(Л) = - 7rГ(2а) Г(а - Л/4) . 

Особые точки (полюсы) весовой функции gа(Л) на 
положительной действительной полуоси Л и опреде-

ляют спектр задачи Л = лr;;), N =О, 1, .... Заметим 
также, что подстановка разложений (8) в (2) при 
Л = лr;;) приводит к обычным выражениям для ВФ 
линейного осциллятора [2], записанным через поли­
номы Эрмита. 

Рассмотрим далее УШ для осциллятора со сдви­

гом: 

'1т 11 
( ,\, х) - ( х 2 + 2€ х) '1т ( ,\, х) + ,\ '1т ( ,\, х) = о, ( 9) 

для которого также имеется точное решение, и по­

кажем, как предложенный в работе [ 1] метод может 
быть применен в этом случае. 

Решение УШ (9) можно представить в виде сум­
мы четного Ф ( Л, х) и нечетного Ф ( Л, х) решений, 
лапласовские образы которых Ф ( Л, х) и Ф ( Л, х) , как 
следует из УШ (9), удовлетворяют системе уравнений 
первого порядка: 

2 дФ 1 -
(1-w )дw + 2 (Л-w)Ф-еwФ=0, 

2 дФ 1 - ( дФ) (1- w ) дw + 2 (л- Зw)Ф - е Ф + 2w дw =О. 

(10) 
Вместо используемой ранее переменной w при 

определении спектра УШ (9) удобно ввести новую 
переменную у = ( 1 - w) / ( 1 + w) и исследовать пове­
дение лапласовских образов ВФ Ф ( Л, х) и Ф ( Л, х) в 
точке у= О. 

Решение системы (1 О) будем искать в следующем 
виде: 

( 
1 + ) 1/2 

Ф(Л,w)= ----?- В(Л,у), 

(1 + 
)

3/2 - у -
Ф(Л,w)= -

2
- В(Л,у), 

(11) 

СХ) 

у= О, т.е. представимы в виде В(Л,у) = 2:: Ьпуп, 
п=О 

- СХ) -

В(Л, у)= 2:: Ьпуп. Подставляя разложения В(Л, у) и 
п=О 

В(Л, у) в уравнения (10), можно получить рекуррент-
ные соотношения для величин Ьп и Ьп , п = О, 1, ... : 

еЬп-1 + (Л - 1 - 4п)Ьп - еЬп =о, 

-2е(2п + 1)Ьп + (Л - 3 - 4п)Ьп + 4е(п + 1)Ьп+1 =О. 
(12) 

Эти соотношения представляют собой бесконеч­

ную систему линейных алгебраических уравнений от­

носительно величин Ьп, Ьп, с помощью которой мож­
но определить спектр УШ (9). Рассматривая вместо 
бесконечной системы уравнений (12) конечные сис­
темы из 2N уравнений ( N = 1, ... ) и приравнивая 
определители таких систем к нулю, получаем (с по­

мощью вычислений на ЭВМ) приближенный спектр 

УШ (9). Этот спектр при росте N с возрастающей 

точностью совпадает с точным спектром УШ (9), 
равнымЛп=2п+1-е2 , n=0,1, .... 

Тем самым подтверждаются возможности метода 

для решения различных задач по нахождению спект­

ра УШ. 
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А. Р. Френкин) глубоко благодарны А. В. Борисову, 
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