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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 519.2:534 

ОПТИМАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ В ТЕОРИИ ВОЗМОЖНОСТЕЙ 

Ю. П. Пытьев 

(кафедра компьтерных методов физики) 

Рассмотрены теоретико-возможностные методы принятия решений, основанные на минимизации 

возможности и (или) необходимости потерь, обусловленных решением. 

Введение 

Задачи оптимального оценивания, рассмотренные 

в работе [ 1], образуют частный случай проблемы 
оптимального решения, в которой требуется найти 

наилучшую оценку нечеткого элемента или парамет

ра его распределения при тех или иных условиях. 

В этой работе рассмотрены другие аспекты пробле
мы принятия оптимального решения (см. также [2]). 

Типичный сценарий, на фоне которого далее рас
сматривается проблема принятия решения, характе

ризуется параметром х Е Х, определяющим ситуа

цию, состояние среды или какие-либо другие усло

вия, при которых надлежит принять решение у Е У, 

где У - множество возможных решений. В задаче 

принятия решения зададим нечеткое отношение по

терь ( Х х У, l ( ·, ·)) , в котором l ( х, у) - возможность 
потерь, сопутствующих принятию решения у Е У в 

ситуации, определенной значением х Е Х. Можно 

сказать, что каждому решению у Е У сопоставлено 

нечеткое множество ( Х, l ( ·, у)) , возможность l ( х, у) 
включения элемента х в которое отождествляется с 

возможностью потерь, ассоциированных с решени

ем у. 

1. Решение в известной ситуации 

Если ситуация х Е Х известна, то решение 

у* = у* ( х) Е У принимается согласно условию 

l(x, у*)= minl(x, у), х Е Х, 
уЕУ 

при котором ему отвечает минимальная возможность 

потерь. Выбрав для каждого х Е Х какое-либо одно 

решение у* ( х) , получим функцию у* ( ·) : Х ---+ У, ото
бражающую множество ситуаций в множество реше

ний и тем самым определяющую стратегию решения. 

В общем случае у* ( ·) можно рассматривать и как 
многозначную функцию: 

у*(х) ={у Е У, l(x, у)= minl(x, z)}, х Е Х. 
zEY 

2. Решение в неизвестной ситуации. 
Рандомизация 

Если ситуация х Е Х неизвестна и нет информа
ции о возможности тех или иных значений х Е Х, 

то решение можно определить как любой элемент 

у* Е У, для которого 

sup l(x, у*)= min sup l(x, у). 
хЕХ уЕУ хЕХ 

Такое решение минимизирует максимальную воз
можность потерь и называется минимаксным. Со

ответственно минимаксная стратегия предписыва

ет использовать любое решение у* из множества 
У* ={у Е У, l(y) = i:p.inl(y)} минимаксных реше-

уЕУ 

ний, где l(y) = sup l(x, у), у Е У. 
хЕХ 

В тех случаях, когда решение предстоит прини-

мать многократно, причем каждый раз при неизвест

ных условиях*) х Е Х , возможность потерь иногда 
можно уменьшить в среднем, применяя так называе

мую рандомизированную стратегию. 

Пусть Х={х1, ... ,хп}, Y={y1, ... ,ym} И 
Цу) = l(xi, у), у Е У, i = 1, ... , п. Назовем ран
домизированной стратегию, при которой решение 

Yj принимается с вероятностью Pj, j = 1, ... , m, 
Р1 + ... + Pm = 1, и введем среднюю возможность 
потерь 

m 

liv=Lli(Yj)Pj, i=l, .. "n, p=(p1, .. "pm)· 
j=l 

Минимаксной рандомизированной назовем стра

тегию, при которой распределение р вероятностей 

решений удовлетворяет условию 

На рис. 1 представлены минимаксные рандомизиро
ванная и нерандомизированная стратегии для слу

чая п = 2, m = 4; l(yi) - точка с координатами 
l1(Yi),l2(Yi), i = 1, .. "4. Средняя возможность по
терь с= l1v = l1(Y1)P1 + l1(Рз)Рз = l2v = l2(Y1)P1 + 
+l2 (Уз )Рз, р = (Р1, О, Рз, О) , отвечающая минимакс
ной рандомизированной стратегии, меньше возмож

ности с потерь, отвечающей минимаксной нерандо

мизированной стратегии. Рандомизированная стра

тегия предписывает решения у1 и Уз с вероятностями 

•) Неизвестных, априори равновозможных условиях, см. следу
ющий пункт. 
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Рис. 1. Минимаксные рандомизированная и нерандомизи
рованная стратегии решения 

Р1 и Рз, Р1 + Рз = 1, соответственно, в то время как 
нерандомизированная предписывает решение Уз . 

Аналогом минимаксной рандомизированной 
стратегии является минимаксная нечеткая (фазифи
цированная) стратегия, согласно которой каждое 

решение считается нечетким элементом Т/ Е У , рас
пределение 1.р11(у), у Е У, возможностей его значений 
определяется из условия 

sup min (<р11 (у), l(y)) rv min, 
уЕУ 

(1) 

в котором l(y) = sup l(x, у), у Е У, и минимум спра
хЕХ 

ва вычисляется по всем распределениям <р11 ( ·) при 
условии sup <р11 (у) = 1. 

уЕУ 

Пусть minl(y) = l(ya). Тогда, очевидно, минимум 
уЕУ 

в (1) достигается на 

у= Уа, 

У#- Уа, 
уЕ У, 

и соответствующая минимаксная стратегия оказыва

ется четкой (не фазифицированной). 

3. Решение в ситуации, заданной распределением 
возможностей ее значений 

Если ситуация неизвестна, но задано распределе

ние возможностей <р~ ( х) тех или иных ее значений 
х Е Х, возможность потерь А(у), обусловленных 
решением у Е У , определим равенством 

А(у) = sup min (z(x, у), <р~(х)). 
хЕХ 

В этом случае ситуация определена как заданный 

распределением <р~ ( ·) нечеткий элемент ~, принима
ющий значения в Х, а возможность потерь А(у) -
как возможность включения ~ в нечеткое множество 

(Х, l(-, у)) [1]. 
О п р е д е л е н и е 1 . Всякое Р -оптимальное ре

шение у* Е У определяется условием 

А(у*) = minЛ(y), 
уЕУ 

при котором возможность потерь минимальна. 

В том случае, когда распределение возможностей 

<р~ ( ·) неизвестно, можно исходить из априори равных 
возможностей всех ситуаций ( <р~ ( х) = 1, х Е Х ), 
или, что то же самое, - из наиболее неблагоприят

ного распределения ситуаций, при котором 

= supxEX l(x, у), у Е У. 

Этот случай рассмотрен в предыдущем пункте. 

Для отыскания N -оптимального решения рас
смотрим необходимость потерь 

М(у) = inf max (''Р~(х), l(x,y)), 
хЕХ 

сопутствующих решению у Е У, равную необходи

мости включения ~ в нечеткое множество ( Х, l ( ·, у)) , 
у Е У . N -оптимальное решение у* Е У определим из 
условия 

М(у*) = minM(y), 
уЕУ 

согласно которому необходимость потерь, сопутству

ющих решению у* , минимальна. 
Определение 1 *. Всякий элемент у* Е {у Е 

Е У, М (у) = minzEY М ( z)} называется N -оптималь
ным решением. 

4. Байесовская стратегия 

Рассмотрим случай, когда решение предстоит при

нимать многократно, причем при неизвестных слу-

чайных условиях. Пусть Х = {х 1 , ... ,хп}, У= 
= {У1, ... , Ym}. Пусть также q = (q1, ... , qп) - рас-
пределение вероятностей условий, р = (Р1, ... , Pm) -
распределение вероятностей решений, определя

ющее рандомизированную стратегию, и lvq = 
п m 

= 2:: 2:: l(xi, Yj)pjqi - средняя возможность пo-
i=l j=l 

терь, отвечающая распределениям р, q. Если распре
деление q известно, то так называемая байесовская 
стратегия определяется распределением вероятностей 

р = р* согласно условию (см. [3]) 

Решение этой задачи проиллюстрировано на рис. 2, 
4 

где l - точка с координатами li = 2:: l(xi, Yj)Pj, 
j=l 

i = 1, 2, l1q1 +l2q2 =с= Z1q1 +l2q2 - уравнение пря
мой, проходящей через l, с - средняя возможность 
потерь, отвечающая рандомизированной стратегии, 

при которой решение Yj принимается с вероятно

стью Pj, j = 1, ... , 4. Для данных q1 , q2 байесовская 
стратегия нерандомизирована и предписывает каж

дый раз решение Уз (р* = (О, О, 1, О)) , при котором 
возможность потерь минимальна и равна сз < с. 
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Рис. 2. Иллюстрация байесовских стратегий , отвечающих 

различным распределениям вероятностей ситуаций 

Байесовская стратегия соответствует первой точ

ке пересечения прямой 11 q1 + l 2 q2 = с = const 
с выпуклой оболочкой точек l(y1), ... , l(y4 ) при 
увеличении с, начиная с с = О. В данном слу

чае это точка l(y3 ) при с = с3 . Если таких 
точек пересечения несколько, как, например, в 

случае вероятностей q1 , q2 , при которых прямые 

l 1q1 + l 2 q2 = const параллельны прямой, проходящей 
через точки l(y1 ), l(y3 ), то байесовская стратегия ран
домизирована и определяется точкой с координата

ми с, с. В этом случае решения у1 и у3 применя

ются с вероятностями р1 и р3 , удовлетворяющими 

условиям l1(Y1)P1 +l1(Уз)Рз = l2(Y1)P1 +l2(Уз)Рз =с, 
р1 + р3 = 1. Пунктирная прямая отвечает еще од
ному распределению q1 , q2 условий. Соответствую

щая ему байесовская стратегия предписывает реше

ние у1 (р* = ( 1, О, О, О)) при возможности потерь с1 . 

Понятно, что наименее благоприятное распреде

ление ( q0 = ( q~, q~)) ситуаций, при котором байе
совская возможность потерь максимальна, отвечает 

прямой 11 q~ + l 2 q~ = const, проходящей через точки 
l(y1 ) и l(y3 ). Соответствующая байесовская стра
тегия оказывается рандомизированной и обеспечи

вает среднюю возможность потерь, равную с. Эта 

стратегия совпадает с рассмотренной в предыдущем 

пункте минимаксной рандомизированной, что поз

воляет дать ей следующую естественную интерпре

тацию. Минимаксная рандомизированная стратегия 

обеспечивает минимальную среднюю возможность 

потерь при наихудшем распределении вероятностей 

ситуаций, при котором она является байесовской. 

Байесовская стратегия, отвечающая наихудшему 

распределению вероятностей q0 условий, определя
ется распределением вероятностей р0 решений, удов
летворяющих условию lvo qo = min max lpq . 

р q 

5. Решение, учитывающее результат наблюдения 
за ситуацией 

Если ситуация, в которой принимается решение, 

неизвестна, но допускаются наблюдения, позволяю

щие ее уточнять, то может быть известно совмест-

ное распределение <р~ '7 (х, t), х Е Х, t Е Т, воз
можностей ситуаций ~ = х и результатов наблюде
ний т = t . В этом случае Р -оптимальное решение 
у = y*(t) Е У, отвечающее результату наблюдения 
т = t Е Т и минимизирующее возможность потерь: 

А(у( ·)) = sup min (1( х, y(t)), <р~ '7 ( х, t)) ,..._, min , 
x,t у(·):Т--+У 

определяется из условия 

A(t, y*(t)) = minЛ(tiy), t Е Т, (2) 
уЕУ 

где 

A(t, у)= sup min (l(x, у), <р~'7 (х, t)) 
хЕХ 

возможность потерь, сопутствующих решению 

у Е У при наблюдении t Е Т. Соответственно ?-оп
тимальная стратегия решения задается любой функ
цией у* ( ·): Т ---+ У, удовлетворяющей уравнению (2). 
Доказательство этого утверждения не отличается от 

доказательства теоремы 1 в [1]. 
Пр им ер. Пусть в задаче классификации 

Х =У= {1, · · · N}, N - число классов, l(x, у) -
возможность потерь, сопутствующих ошибочному 

выбору класса с номером у Е У вместо класса с но

мером х Е Х , <р~т ( х, t) - возможность класса х Е Х 
и наблюдения t Е Т. 

Пусть, в частности, l(x, у) = 1 при х #- у и 
l(x,y)=O при х=у, х,уЕ{l, ... ,N},тогда 

A(t, у)= max <р~'7 (х, t), 
1~x~N, 

х,<у 

и Р -оптимальная стратегия у* ( ·) определяется усло
вием 

эквивалентным условию (2). 
Пусть l ( х, у) > О при х #- у, l ( х, у) = О при х = у, 

х, у Е Х =У. Тогда необходимость потерь, отвечаю
щих стратегии решения у(-): Т---+ У 

М(у(·)) = inf max (l(x, y(t)), ---i<p~'7 (x, t)). 
хЕХ 

tET 

N-оптимальная стратегия y*(t) может быть най
дена из условия 

inf max (l(x, у), ---i<p~'7(x, t)) ,..._, min. (3) 
хЕХ уЕХ 

Так как 

х =у, 

х #-у, 

то минимум левой части (3) по у Е Х может быть 
найден из условия 
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''Р~'7 (у, t) rv min. 
уЕХ 

Следовательно, любая N -оптимальная стратегия 

у* ( ·) : Т ---+ У удовлетворяет условию 

<p~ '7 (y*(t), t) = mayx<p~ '7 (y, t) 
уЕ 

и совпадает с Р -оптимальной. 

УДК 536.75 
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА И СТРУКТУРА 
ТВЕРДОГО КИСЛОРОДА 

П. Н. Николаев, А. И. Соколов, О. В. Кузьмина 

(кафедра квантовой статистики и теории поля) 

На основе ячеечно-кластерного разложения построена статистическая термодинамика твердого 

кислорода. Показано, что структура всех трех его фаз может быть описана с высокой степенью 

точности при использовании двухцентрового поте1щиала взаимодействия. 

Введение 

Для сферически несимметричных, в частности ли
нейных, молекул, представителем которых является 

молекулярный кислород, существенно сложнее по

строить теорию их кристаллической фазы, чем для 
сферически симметричных молекул. В силу асим
метрии у таких молекул существует возможность 

реализации большего числа структурных фаз. При 
этом кристаллическая решетка определяется, как 

правило, уже не одним, а несколькими парамет

рами. В результате в отличие от теории неупоря

доченных фаз, состоящих из несимметричных мо
лекул [1], теория упорядоченных фаз таких моле
кул сталкивается со значительными трудностями. 

Кроме того, хотя экспериментально структура всех 

трех фаз твердого кислорода установлена доста
точно точно [2-4], публикуются и другие данные 
о структуре, основанные на более ранних работах 

[5, 6]. Поэтому построение последовательного те

оретического описания термодинамических свойств 

твердого кислорода и его структуры остается акту

альным. 

Рассмотрим простейший случай системы из N 
одинаковых двухатомных молекул, заключенных в 

некотором макроскопическом объеме V при темпе
ратуре Т. Молекулы будем считать жесткими рота

торами с массой m и моментом инерции I. Положе
ние и ориентация i-й молекулы полностью определя

ется векторами qi в пятимерном пространстве. В ка
честве компонент вектора qf выбираем три декар
товы координаты (ri) радиус-вектора центра масс 
i-й молекулы и два угла ( () и ф ), определяющие 
ориентацию молекулы. 

Гамильтониан рассматриваемой системы может 

быть записан в виде 

'"' '"' Pi е; ф; i 
N ( з а2 р2 + р2 / sin2 В·) 

Н = ~ ~ 2m + 21 +ИN(q1, ... , qN), 
i=l a=l 

(1) 
где pf - декартовы компоненты вектора импульса 

центра масс, Ре; и РФ; - компоненты импульса, 

соответствующие угловым координатам () и ф. По
тенциальная энергия системы при учете бинарных 

взаимодействий 

UN(q1, ... , qN) = L Ф(qi, qj), (2) 
l'(i<j'(N 

где Ф(qi, qj) - потенциал взаимодействия ~-и и з-и 
молекул. Учет многочастичных взаимодействий [7] 
может быть осуществлен по теории возмущений. 

Статистический интеграл системы имеет вид 

ZN = ! exp(-H/kT) dpt ... dpФNdq1 ... dqN /(N!h5N), 

(3) 
где k - постоянная Больцмана. Интегрирование по 
импульсам при учете (1) и (2) приводит к выражению 

где 

zo - ( 47r )N ,\ - h2 ,\ - h2 
N - л1 зNл2 2N' 

1 - 2?rmkT' 2 - 2?r!kT' 

1 
QN = (47r)NN! Х 

х ! exp(-UN/kT)sinB1 .. . sinBNdq1 ... dqN 

- конфигурационный интеграл. 

(4) 

(5) 

(6) 




