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НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ СВОЙСТВА СИЛЬНО НЕЛИНЕЙНОГО 
ИОННОГО ЗВУКА 

И. М. Алешин, Д. В. Перегудов 

(кафедра физики Земли) 

Проа11ализирова110 реше1111е урав11е11ий Власова-Пуассона, описывающее стац11011арный иошю-зву­

ковой солитон. Показано, •1то при 11екоторых з11аче1шях отноше1шя числа пролетных и захвачеm1ых 

электронов возможно сущесrвеIШое измепеm1е свойств уед11неш1ой воm1ы. 

Сущесrвование ионно-звукового солитона в двух­
температурной плазме впервые было предсказано в 
работе [1]. Важность этого результата обусловлена 
тем, что в пределе малых амплитуд потенциал вол­

ны подчиняется уравнению Кортевега-де Фриза [2], 
которое, как известно, имеет точное решение. Это в 
свою очередь позволяет методами теории возмуще­

ний исследовать процессы, описываемые более слож­
ными уравнениями (см., напр., [3, 4, 5]). 

Динамика уединенной ионно-звуковой волны су­
щественным образом зависит от распределения элек­
тронов, совершающих финитное движение в потен­
циальной яме солитона. Как было показано в ра­
боте [6], с помощью подходящего выбора распре­
деления захваченных частиц можно получить прак­

тически любую координатно-временную зависимость 
электросrатического потенциала волны. Произвол в 
выборе функции распределения обусловлен тем, что в 

отличие от пролетных частиц (движущихся инфинит­
но) распределение захваченных частиц определяется 
процессом возбуждения волны. Один из способов 
доопределения функции распределения - решение 
нестационарной задачи. Так, в работе [7] были рас­
смотрены предельные случаи мгновенного и адиаба­
тического захвата электронов, что позволило одно­

значно посrроить электронную функцию распреде­
ления. Другая возможность конкретизации функции 
распределения - доопределить ее, исходя из тех или 

иных физических предположений (см., напр., [8]). 
В классической работе [ J] такое доопределение де­
лается неявно, когда, считая частоту возмущений в 

системе низкой по сравнению с часrотой ст·олкиове­

ний электронов, пренебрегают явной зависимостыо 
от времени электронной функции распределения f e . 
В этом случае последняя подчиняется закону Макс­

велла-Больцмана: f e = N ехр ( et.p/Te)Fм( v2
) (здесь 

е - элементарный заряд, Те - температура элек­

тронов, t.p - потенциал волны, N - среднее число 

частиц, Fм( v 2
) - максвелловское распределение по 

скоросrям), а концентрация электронов имеет вид 

пе = N ехр ( erp /Те). Однако при таком определении 
функции распределения нарушается закон сохране­
ния числа электронов 

дпе дjе _ О 
8t + &х - ' 

так как соответствующий ток je равен нулю, что 
говорит о необходимости последовательного учета 

вкладов пролетных и захваченных электронов. 

Рассмотрим распросrранение электросгатических 
возмущений в электрон-ионной плазме. Динамика 
системы определяется уравнениями Власова-Пуас-
сон а: 

8 fe д f e е дt.р д f е 
-+v-+-----0 
&t ох те дх 8v - ' 

дfi дfi е 8rp 8/i 
- +v-----=0, 
дt ох mi ох дv 

дt.р = -41Ге( пi - пе) . 

Здесь ne,i = J fe,idv - концентрация частиц. 
Введем безразмерные величины: 

те -=e « l , 
mi 

. 2 mivo 
2Ti = µ , (1) 

f e,i = N 
m e,i 
-2 Т _ge,i· 
7Г e,i 

и= v/v0 , 

Здесь также введены минимальное ф1 и максималь­
ное ф2 значения потенциала волны. Нас интересу­
ют возмущения, распросrраняющиеся со скоросrью, 

близкой к скорости ионного звука v8 = (Te/ mi)112
. 

В э·1·ом случае из ( 1) следует, ч·1·0 >. ,..._, 1, Те » Ti , 
µ » 1. Большое значение параметра µ соответствует 
малой тепловой скоросш ионов. 

В стационарном приближении уравнения для без­

размерных величин имеют вид 

(l _ и) 09е _ _.!._ dф 09е =О 
де 2е dO аи ' (2) 

дgi 1dф09i 
(l - и)8в + 2 dO аи = О, (3) 

d2ф 2 
d02 = - N ( пi - пе )' (4) 

где ni = N ..;µ;; J 9idu , пе = N ~ J 9edu. При­
ведем также выражения для токов: 
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Уравнения Власова для ионов (З) и электронов (2) 
представляют собой уравнения в частных производ­
ных первого порядка. Как известно, содержание та-
1шх уравнений сводится к утверждению о постоян­

стве функций распределения вдоль характеристик. 

Уравнения характеристик 

dB 2gdu 
1 - и - dф/dB =О, 

имеют интегралы стi =(и - 1)2 + ф и сте =(и - 1)2 
-

ф / €, соответст-вующие полным энергиям частиц в 
поле ф. Общее решение уравнения (2) (или (3)) есть 
произвольная функция интеграла, т. е. 9i = 9i( стi) , 
9е = 9е (сте) · 

Условия Ui > Ф2, Ue > -Ф1/€ выделяют пролет­
ные частицы . Для определения их функции распреде­
ления мы можем использовать условие 

f(v , ер= О)= Fм(v2) (5) 

- при выключении потенциала функции распреде­
ления должны сrать максвелловскими. Для определе­
ния функции распределения захваченных частиц, как 
мы уже отмечали выше, приходится использовать 

дополнительные предположения. 

Если в системе отсутствуют направленные пото­

ки ионов, можно пренебречь захваченными ионами 
(легко показать, что это соответствует пренебреже­
нию экспоненциально малыми слагаемыми О( е-{') ). 
Тогда для распределения ионов имеем: 

gi = {ехр {-µ[1 ± .JUiJ2}, стi > 'l/;2, 

0, СТi < 'l/Jz . 

Для значений ф2 , не слишком близких к 1, функция 
распределения 9i имеет глобальный максимум по и 
в точке и = 1 - .JГ=1Р. В этом случае плотность 
ионов и ионный ток легко вычисляются методом 

перевала [9]: 

N 
ni = .JГ=1Р + 0(1/ µ), 

j i= ~(1-~)+0(1/µ). 
Приведенные выражения совпадают с соответствую­

щими формулами холодной гидродинамики. Вычис­
ления следующих по µ слагаемых дадут поправки, 
обусловленные тепловым движением ионов [9], ко­
торые в нашей задаче несущественны. 

Для задания распределения пролетных электронов 
мы по-прежнему используем условие (5). Пренебречь 
захваченными электронами уже нельзя. Следуя духу 
работы [1], мы выбрали для них «сдвинутое» на v0 
распределение Максвелла. При этом температуры 

пролетных и захваченных частиц мы считаем оди­

наковыми: 

{ В ехр { -Л€сте} , 

ge = Сехр {-Л€[1 ± ~2}, 

S ВМУ, физика, астрономия, .№11 

СТе < -Ф1/€, 
СТе > -Ф1/€. 

Из постоянных В и С только одна может быть 
определена по заданной средней плотности электро­

нов. Значение же второй связано со способом захвата 
частиц. 

Выполняя интегрирование по и, для плотносrи и 

тока получаем 

пе = N В еЛФ erf J Л( ф - Ф1) + 

+ NC е>..Ф ( 1 - erf JЛ(Ф- Ф1)) + 0(€), 

je = nevo -

- Nv0C [ 1- erf F>:if1 + ~г->:Ф~ е>..Ф1 ] + О(Е). 

Положим сначала С= В. В этом случае условие 
квазинейтральности ( ni = пе при ф = О) дает В = 1 , 
и мы имеем : 

п -Nе>..Ф е- ' 

Выражение для плотности электронов с точностью 
до обозначений совпадает с соответствующей форму­
лой работы [ 1]. В то же время, поскольку ток отлича­

ется от пе vo лишь постоянным слагаемым, уравнение 
непрерывности выполняется очевидным образом. 

Нетрудно убедиться, что использоваиное нами 

условие равенства коэффициентов В и С формаль­
но соответствует мгновенному захвату электронов 

с их последующей термализацией. Действительно, в 

этом случае число захваченных ( ntr) и число пролет­
ных ( п 1 ) частиц выражаются следующим образом: 

1+.j(Ф2 -Ф1)/е 

ntr = / Fм(u2)du, n1 = 1 - nt," 

1- ..j(1/!2 -Ф1)/с 

откуда немедленно следует равенство В = С . Необ­
ходимо, однако, иметь в виду, что термализация под­

разумевает протекание релаксационных процессов. В 
этом случае энергия частиц не сохраняется, и они 

могут пересекать сепаратрису, что приводит к «Пе­

ремешиванию» пролетных и захваченных частиц [7] . 
В пользу этого сценария говорит результат исследо­

вания нелинейного затухания плазменных волн с уче­

том столкновеиий частиц [ 10]. Однако в работе (10] 
исследовался случай малых амплитуд ( еср /Те ~ 1 ), 
когда число захваченных электронов невелико. От­
метим здесь, что оставаясь в рамках приближения са­
мосогласованного поля, принципиально невозможно 

описать релаксационные процессы. Поэтому все рас­
суждения об иерархии времен релаксации носят фе­
номенологический характер. Впрочем, с нашей точки 
зрения, эти предположения достаточно прозрачны и 

обоснованы экспериментальио. 
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Рис. 1. «Потенl.()1ал Сагдеева» (а) и фазовый портрет урав­
нения (6) (б): В= С , Л > 1 

Подставляя пе и пi в уравнение Пуассона, полу­
чаем для потенциала обыкновенное дифференциаль­
ное уравнение второго порядка 

7/;11 = - ~ ( пi ( -ф) - пе ( -ф)) (6) 

(штрих означает дифференцирование по В). Это 
уравнение для нелинейного маятника единичной мас­

сы с потенциальной энергией («потенциал Сагдее­
ва>> ): 

{ 
е>.:ф} 

И(7/;)=2 -2Jl-2-ф-T +Е, 

Е - константа интегрирования. 

Разложение функции И ( -ф) при малых значени­
ях аргумента начинается с члена, пропорционально­

го -ф2 : 
И(-ф)- И(О) ~ 2(1 - 2Л)-ф2 . 

При Л < 1/ 2 «потенциальная энергия» имеет в ну­
ле минимум, так что решением уравнения (6) яв­
ляется периодическая волна. При Л > 1/ 2 «потен­
циальная энергия» имеет в нуле локальный макси­
мум (рис. J, а), и при определенной «энергии» Е 
возможно солитонное решение (на фазовом пор­
трете ему соответствует сепаратриса - рис. 1, б). 
В этом случае константа Е определяется из усло­
вия -ф(-оо) = -ф'(-оо)---+ О. Допустимые значения Л 
ограничены сверху величиной, определяемой из усло­

вия ограниченности решения И(l) ~ И(О) =О. 
Предположим теперь, что С =f:. В, и введем па­

раметр D = С - В. Имея в виду солитоноподобные 
решения, положим -ф1 = О . По сравнению с рассмот­

ренным выше случаем D = О к «потенциальной энер­
гии» И добавится слагаемое 

2D { 2 } ЛИ = Т e>..1/J erf ~ - ftJ}:ф , 

0.4 

D 
-0. 5 о 

Рис. 2. Зависимость маJ<симальноrо значения безразмерной 
фазоuой СJ<Орости от J<Оэффн:l.()1ета D. По оnределению 

модуль D не может nревьШJать единицы 

разложение которого вблизи -ф = О начинается с чле­

на, пропорционального -ф312 : 

ЛИ ~ 8D ~ -фз/2 + О(-ф5/2). (7) 
3 v; 

То, что наличие захваченных частиц приводит к по­

явлению в «потенциальной энергии» членов с полу­

целыми степенями -ф, отмечалось еще в работе [6]. 
Однако в нашем случае рассматриваемая добавка 
меняет решение принципиально, поскольку именно 

она определяет поведение И (-ф) при -ф ---+ О . 

Как видно из формулы (7), если коэффициент D 
отрицателен, то функция U(-ф) имеет в нуле макси­

мум при любых значениях Л. Таким образом, при 
любых малых значениях этого параметра уравне­

ние (4) имеет солитонопо~оfiные решения. В то же 

время ограничение на Л и, следовательно, на фазо­
вую скорость сверху, следующее из требования огра­

ниченносш решения (И(l) ~О), усиливается с рос­
том абсолюrного значения D (рис. 2). 
Неаналитичность «потенциальной функции» в ну­

ле приводит к значительной трансформации коор­
динатно-временной зависимости уединенной волны. 

Если в случае D = О уравнение 

"' в-/ d-ф 
- J2(E- И('Ф))' 

о 

определяющее неявно зависимость -ф(В), имело ре­
шение -ф ,.._, e -afJ при В ---+ оо, т . е. потенциал был 
отличен от нуля во всем пространстве и экспоненци­

ально убывал на бесконечности, то в случае D < О 
электростатический потенциал -ф отличен от нуля 
лишь на конечном по В отрезке, вне которого -ф 
строго равен нулю. Вблизи концов этого отрезка 
изменение потенциала происходит по степенному за­

кону: -ф ,...., 04 
• Ситуация здесь аналогична известной 

в теории взаимодействия волн взрывной неустой­

чивости, когда амплитуда возмущения нарастает со 

временем пропорционально 1/ (t - t0 ) и обращается 
в бесконечность за конечное время [11 ]. 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОГО ДЕЙСТВИЯ 
В СУПЕРСИММЕТРИЧНЫХ ТЕОРИЯХ 

К. В. Степаньянц, В. Б. Фо1си11 

(кафедра теоретивской физики) 

С помощью программы, наш1санной с использованием системы аналиntческих вычислений 

MAPPLE, получеr1ы асимптоntчсс:кие разJ10же1шя то•шого эффективного действия для N = 1 11 
N = 2 суперс11мJ11етр11ч11ых моделей в пределах сильной и слабой связи. 

Введение 

Исследование непертурбативной динамики тео­
рии поля представляет собой одну из наиболее инте­
ресных и сложных задач современной теоретической 

физики. Хорошо известно [1], что тшаптоnые поправ­

ки отнюдь не сводятся к ряду теории возмущений. 

Помимо пертурбативных поправок существуют еще 

и инс1антонные вклады, нумерующиеся значением 

топологического числа и, следовательно, представля­

ющие собой некоторый ряд. Зайберг и Виттен [2] в 
простейшем случае N = 2 суперсимметричной тео­
рии Янга-Миллса с калибровочной группой SU(2) 
явно вычислили его сумму в приближении постоян­

ного поля. Полученный результат выражается через 

некоторую специальную функцию т, тесно связан­

ную с эллиптическими функциями. 
Однако модель Зайберга-Виттена не является фи­

зической. Значительно больший интерес представля­
ет исследование N = 1 суперсимметричных теорий, 

поскольку существуют косвенные эксперименталь­

ные данные, подтверждающие сущес1вование N = 1 
суперсимметрии в стандартной модели. При изуче­

нии данных теорий достаточно эффективным ока­
зался метод, основанный на исследовании квантовых 

аномалий вне рамок теории возмущений [3, 4] . С его 
помощью в работе [4] было найдено точное выраже­

ние для эффективного действия, которое (в отличие 
от предлагавшихся ранее) согласуется с результатами 
инсl'антонных вычислений и квантовыми аномалия­

ми. Результат оказался тесно связанным с решением 

Зайберга-Виттена, поскольку выражается через ту же 
самую специальную функцию т, но уже от некото­
рого другого аргумента. Поэтому данная функция, 
по-видимому, играет особую роль при исследовании 

непертурбативной динамики и заслуживает тщатель­
ного исследования. Это и является целью нас1оящей 

работы. 

6 ВМУ, физика, астрономия, .№1 1 

Наибольший интерес предс1авляют асимптотики 
функции т в обласrях сильной и слабой связи, по­
скольку при слабой связи они дают величины ин­

стантонных поправок. При сильной связи физическое 
обоснование появления поправок является весьма ин­

тересной и до сих пор не решенной проблемой. Одна­

ко в силу крайне нетривиальной структуры асимпто­

тик их невозможно вычислить с помощью стандарт­

ных программ аналитических вычислений (MAPPLE, 
МА ТНЕМА ПСА). Поэтому данная проблема должна 

быть решена некоторым другим, менее тривиальным 

способом. 

1. Точные результаты в суперсимметричных 
теориях 

При исследовании точных результатов простей­
шей моделью является N = 2 суперсимметрич­
ная теория Янга-Миллса с калибровочной группой 
SU(2). Ее эффективное действие в N = 2 суперпро­
СI'ранстве может быть представлено в виде 

где Ф( х, 01 , fJ2 ) есть N = 2 суперполе, включающее 
в виде компонент одно векторное, два (майоранов­
ских) спинорных и одно (комплексное) скалярное 

поле. В древесном приближении 

1 2 
F(Ф) = 2tr(roФ ), (2) 

где ro =47ri/ e2+"!9/(27r), е -константа связи, а 19-
коэффициент при топологическом слагаемом. 

В пределе низких энергий калибровочная группа 
SU(2) нарушается до И(l) вакуумным средним ска­
лярного поля ip , которое далее будет обозначаться 

через а. 


