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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОГО ДЕЙСТВИЯ 
В СУПЕРСИММЕТРИЧНЫХ ТЕОРИЯХ 

К. В. Степаньянц, В. Б. Фокин 

(кафедра теоретической физики) 

С помощью программы, написанной с использованием системы аналитических вычислений 

MAPPLE, получены асимптотические разложения~ точного эффективного действия для N = 1 и 

N = 2 суперсимметричных моделей в пределах сильной и слабой связи. 

Введение 

Исследование непертурбативной динамики тео­

рии поля представляет собой одну из наиболее инте­

ресных и сложных задач современной теоретической 

физики. Хорошо известно [1], что квантовые поправ­
ки отнюдь не сводятся к ряду теории возмущений. 

Помимо пертурбативных поправок существуют еще 

и инстантонные вклады, нумерующиеся значением 

топологического числа и, следовательно, представля­

ющие собой некоторый ряд. Зайберг и Виттен [2] в 
простейшем случае N = 2 суперсимметричной тео­
рии Янга-Миллса с калибровочной группой SU(2) 
явно вычислили его сумму в приближении постоян­

ного поля. Полученный результат выражается через 

некоторую специальную функцию т, тесно связан­
ную с эллиптическими функциями. 

Однако модель Зайберга-Виттена не является фи­
зической. Значительно больший интерес представля­

ет исследование N = 1 суперсимметричных теорий, 
поскольку существуют косвенные эксперименталь­

ные данные, подтверждающие существование N = 1 
суперсимметрии в стандартной модели. При изуче­

нии данных теорий достаточно эффективным ока­
зался метод, основанный на исследовании квантовых 

аномалий вне рамок теории возмущений [3, 4]. С его 
помощью в работе [4] было найдено точное выраже­
ние для эффективного действия, которое (в отличие 
от предлагавшихся ранее) согласуется с результатами 

инстантонных вычислений и квантовыми аномалия­

ми. Результат оказался тесно связанным с решением 

Зайберга-Виттена, поскольку выражается через ту же 

самую специальную функцию т, но уже от некото­
рого другого аргумента. Поэтому данная функция, 
по-видимому, играет особую роль при исследовании 

непертурбативной динамики и заслуживает тщатель­

ного исследования. Это и является целью настоящей 

работы. 

6 ВМУ, физика, астрономия, № 1 

Наибольший интерес представляют асимптотики 

функции т в областях сильной и слабой связи, по­
скольку при слабой связи они дают величины ин­

стантонных поправок. При сильной связи физическое 
обоснование появления поправок является весьма ин­

тересной и до сих пор не решенной проблемой. Одна­

ко в силу крайне нетривиальной структуры асимпто­

тик их невозможно вычислить с помощью стандарт­

ных программ аналитических вычислений (MAPPLE, 
МАТНЕМАТIСА). Поэтому данная проблема должна 

быть решена некоторым другим, менее тривиальным 

способом. 

1. Точные результаты в суперсимметричных 
теориях 

При исследовании точных результатов простей­

шей моделью является N = 2 суперсимметрич­

ная теория Янга-Миллса с калибровочной группой 
S И ( 2) . Ее эффективное действие в N = 2 суп ер про­
странстве может быть представлено в виде 

где Ф(х, 01 , 02 ) есть N = 2 суперполе, включающее 
в виде компонент одно векторное, два (майоранов­

ских) спинорных и одно (комплексное) скалярное 
поле. В древесном приближении 

(2) 

где т0 = 47ri/e2 +19/(27r), е -константа связи, а 19 -
коэффициент при топологическом слагаемом. 

В пределе низких энергий калибровочная группа 

SU(2) нарушается до U(l) вакуумным средним ска­
лярного поля <р, которое далее будет обозначаться 
через а. 
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Выражение для F( Ф) с учетом однопетлевой по­
правки и инстантонных вкладов в приближении по­
стоянного поля, вычисленное в работе [2], определя­
ется уравнением 

dF da 
--ап-
dи - du' 

где и - калибровочно инвариантный параметр, яв­

ляющийся координатой в пространстве модулей (ка­

либровочно неэквивалентных вакуумов ), а функции 
а( и) и ап (и) записываются в виде 

1 

а(и) = у12 J dx vx-=-u; 
7r уХ2--=-1 

у12!и vx-=-u 
ап(и) = - dx yX2--=--I. 

7r х 2 - 1 
-1 1 

В терминах N = 1 суперполей голоморфная часть 
эффективного действия (1) в низкоэнергетическом 
пределе может быть переписана в виде 

где 

( ) 
= д2F _ dап(а) 

та - да2 - da . (3) 

Сравнивая выражения для т и т0 , несложно ви­
деть, что области слабой связи соответствует и ---+ оо, 
а области сильной связи - и ---+ ± 1 . 

Голоморфная часть суперпотенциала может быть 
найдена точно и для N = 1 суперсимметричных тео­
рий. С помощью исследования квантовых аномалий 

вне рамок теории возмущений в работе [4] было 
получено, что для N = 1 суперсимметричной теории 
Янга-Миллса с калибровочной группой SU(Nc) и 
N 1 супермультиплетами материи эффективное дей­
ствие Га имеет следующий вид: 

(4) 

где т( а) определяется выражением (3). 
В (3) параметр z является функцией «мезонов» М 

и «барионов» В, параметризующих пространство 

модулей рассматриваемой теории*), а также конден­
сата глюино s = W 2 . в работе [2] получено, что 

Z = Л ЗNc-Nt [ det М 5Nc-N1 ]-
1

, 

Z = Л 3Nc-Nt 5N1-Nc Х 

Х [ det М - ( fзA1A2 ... AN,-Nc Мл1 В1 Мл2 В2 ... 

м N,-Ncв в )]-1 
· · · ANi-Nc B1B2 ... BN1 -Nc ' 

Nc ~ N1. 

•) Сведения о структуре пространства модулей могут быть най­
дены в обзорах [5-7]. 

Выражение (4) согласуется с законом преобразования 
меры интегрирования по коллективным координа­

там и квантовыми аномалиями. 

Пертурбативная асимптотика (4) совпадает с так 
называемым эффективным лагранжианом Венециа­
но-Янкеловича [8] (применимого только в рамках 
теории возмущений). 

При N1 ) Nc калибровочная группа является 
полностью нарушенной и конденсат глюино может 

быть исключен при помощи уравнений движения. 

В результате данной операции из (4) получаются 
известные точные результаты [9, 10]. Однако, как 
показано в работе [11], исключение конденсата невоз­
можно при Nc > N f, что связано с существованием 
ненарушенной калибровочной группы. 

2. Алгоритм вычисления и его программная 
реализация 

Как уже отмечалось во введении, стандартные 

системы аналитических вычислений не справляются с 
нахождением асимптотических разложений функций 
а( и), ап (и) и т( а). Это связано с тем, что разложе­
ние данных функций в особых точках не сводится к 
степенному ряду. Более строго, при и---+ оо 

а(и) = у12;( 1 + f aku-2k), 
k=l 

ап(и) = ~у12;( ( ln(8u) - 2) ( 1 + f bku-2k) + 
k=l 

+ f CkU-2k)' 
k=l 

(5) 

а при и---+ 1 

4( СХ) СХ) ) а(и) =; 1 + LPk(u-1)k+ ln(u-1) L qk(u-1)k , 
k=l k=l 

а D (и) = ~ (и -1 + f r k (и - 1) k+ 
1

) , 

k=l 

тп(ап) = ~ ( ln(-iaп/16) + f sk(iaп)k). 
k=l 

(6) 

Случай и = -1 аналогичен случаю и = 1 . 
Для того чтобы найти коэффициенты данных ря­

дов, мы воспользуемся тем, что функции а( и) и 
ап (и) удовлетворяют дифференциальному уравне­
нию [5] 

Поэтому для нахождения асимптотических разло­

жений мы можем воспользоваться следующим ме­

тодом. В уравнении (7) раскладываем 1 / ( и2 - 1) в 
окрестности исследуемой точки. Затем подставляем 
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в (7) разложения (5) или (6). Приравнивание коэффи­
циентов при одинаковых степенях малого параметра 

1/и или и - 1 (в зависимости от выбранной точки) 
приводит к системе линейных алгебраических урав­
нений, которая может быть легко решена, в резуль­

тате чего определяются асимптотические разложения 

функций а(и) и ап(и). 
Для нахождения разложений т( а) (или тп ( ап)) 

необходимо знание зависимости ап (а) (или а( ап) ), 
поскольку 

( ) 
_ dап(а) 

та - da , ( ) 
_ dа(ап) 

тп ап - - d . 
ап 

(8) 

Рассмотрим, например, случай слабой связи. Что­

бы получить ап (а), мы обращаем ряд а( и), а затем 
подставляем разложение и( а) в ап (и), что и дает 
требуемый результат. Затем функция т(а) вычисля­
ется при помощи (8). 

Критерием правильности проведенных вычисле­

ний является отсутствие членов типа a-k ln а в раз­
ложении функции т (см. (5)). Аналогичным образом 
в области сильной связи вычисляется а( ап) и прове­

ряется отсутствие а'Ь ln ап. 
Предлагаемый алгоритм реализован с помощью 

системы аналитических вычислений MAPPLE. Поль­
зователь задает только количество нетривиальных 

коэффициентов в асимптотических разложениях. 
Программа вычисляет асимптотические разложения 

а(и), ап(и), и(а), ап(а), т(а) в области слабой 
связи и а(и), ап(и), и(ап), а(ап), тп(ап) в области 
сильной связи (и---+ 1 ). 

3. Асимптотические разложения эффективного 
действия 

Задавая количество нетривиальных членов разло­
жения равным 4, получаем следующие асимптотиче­
ские разложения. 

1. В области слабой связи при и ---+ оо : 

м-::( 1 -2 15 -4 
а(и) ~У ~и 1- 16 и - 1024 и -

105 -6 15015 -8) 
- 16384 и - 4194304 и , 

ап(и) ~ ~~( ( ln(8u) - 2) х 

( 
1 -2 15 -4 105 -6 15015 -8) 

х l-16 и -1024 и -16384 и - 4194304 и -

1 -2 13 -4 163 -6 31183 -8) 
- 16 и - 2048 и - 98304 и - 50331648 и , 

и(а) ~ а2 -+-а-4+-а-8+-а-12+--а-16 ( 
1 1 5 9 1469 ) 
2 4 64 128 16384 , 

i ( 3 -4 105 -8 
т(а)~; 2ln(2a)- 4a - 128 а -

_ 165 а_ 12 _ 154245 а_ 16). 
128 65536 

(9) 
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2. В области сильной связи при и ---+ 1 : 

а(и)~~- 2~((ln(u-1)+4ln(2)) х 
( 

1 2 3 3 
х и-1-

16
(u-1) + 256 (и-1) -

25 4 245 5) 
-8192(u-l) +262144(u-l) -

- ~(и-1) 2 +~(и- 1)3 
- ~(и -1) 4

) 
32 256 98304 , 

i( 1 2 3 3 ап(и)~ 2 u-1-
16

(u-1) + 256 (и-1) -

25 4 245 5) 
-8192(u-l) +262144(u-l) ' 

. 1 2 i 3 5 4 33i 5 
и(ап) ~ 1- 2~ап - 4ап - 32aD + 512aD + 8192aD, 

тп(ап) ~ !:_ (1n(-iaп) - 4ln(2) -
3

i ап + 
~ 8 

15 2 55i 3 945 4 ) 

+ 128 ап + 1024 ап - 32768 ап · 

(10) 
Графики функций а(и), Imaп(u), Im т(а), 

Imт(z- 1 14 ) и Imтп(Imaп) показанынарис.1-5.Для 
сравнения на графиках приводятся пертурбативные 
асимптотики, а для физически наиболее важных 
функций т(а) и тп(ап) - также и пертурбативные 
асимптотики с первой нетривиальной поправкой в 

области слабой связи. 

а 

2.5 

2 

1.5 

1 

0.5 

0 1 з 4 
u 

Рис. 1. График функции а(и) (1) и ее пертурбативная 
асимптотика (2) 
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Imaп 

0.6 

0.1 

0.2 

0.5 

-0.2 

2 1 

1.5 2 2.5 

u 

Рис. 2. График функции lm ап (и) (1) и ее пертурбативная 
асимптотика (2) 

Imт 

1.2 

Рис. 3. График функции lm т(а) (1) , ее пертурбативная 
асимптотика (2) и пертурбативная асимптотика с низшей 

поправкой (3) 

Заключение 

В работе проведено исследование точных резуль­

татов в N = 2 и N = 1 суперсимметричных теориях 
на основе специальной программы, вычисляющей их 

асимптотические разложения в областях слабой и 

сильной связи. 

Наиболее важны выражения для т( а) и тп ( ап). 
Действительно, в первом случае члены разложения 

Imт 

1.5 

0.5 

0 

-0.5 

0.1 

1 

0.2 0.3 0.1 0.5 
z-1/4 

Рис. 4. График функции lm т(z- 1 1 4 ) (1) и ее пертурба­
тивная асимптотика (2) 

Imтп 
2 

0.5 

0.5 1 1.5 

2 

2 2.5 3 
Imaп 

Рис. 5. График функции lm тп (Im ап) (1), ее пертур­
бативная асимптотика (2) и пертурбативная асимптотика 

с низшей поправкой (3) 

представляют собой инстантонные поправки в об­

ласти слабой связи, которые можно сравнивать с 

результатами прямых инстантонных вычислений. Во 

втором случае, для сильной связи, физическая при­
чина возникновения поправок неизвестна даже в мо­

дели Зайберга-Виттена, и полученные результаты 
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могут быть использованы при попытках найти эту 
причину. 

Остальные разложения также могут быть исполь­
зованы при тщательном изучении структуры супер­

симметричных теорий вне рамок теории возмущений. 

Авторы глубоко признательны П. И. Пронину 
за полезные обсуждения и замечания, а также 
В. В. Асадову за финансовую поддержку исследова­
ний. 
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О МНОЖЕСТВЕ УНИКАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ЛАФЛИНА 

Б. А. Лысов, О. Ф. Дорофеев 

(кафедра теоретической физики) 

Показано, что для определенных соотношений между индукцией магнитного поля и величиной 

заряда электрона в задаче коррелированного движ,ения двух электронов в постоянном и однородном 

магнитном поле существуют точные решения в виде элементарных функций (уникальные лаф­

линовские состояния). Приведен ряд соображений, позволяющих понять физический смысл этих 

замечательных значений магнитного поля. Инте:рес к этой задаче связан с новым состоянием 

вещества, обнаруженным экспериментально. 

Рассмотрим двумерное движение двух электронов перепишем уравнение (1) 
в постоянном и однородном магнитном поле. В этой 

задаче движение центра масс отделяется от относи­

тельного движения. 

Стационарное уравнение Шрёдингера для относи­
тельного движения (задача Лафлина) имеет вид 

{ 
1 [(~ еВ ~) 2 (~ еВ ~) 2] е 2 

} - Рх--У - р +-х + Ф=ЕФ. 
m* 4с У 4с J х2+у2 

(1) 
Здесь m* - эффективная масса электрона в дан­
ной гетероструктуре, е- абсолютная величина за­

ряда электрона, В - индукция магнитного поля. 

Использована симметричная калибровка векторного 

потенциала 

в в в 
А= --уе +-хе +-те . 2 х 2 у 2 'Р 

(2) 

Уравнение (1) формально является уравнением 
Шрёдингера для частицы с массой m* /2, зарядом 
-е/2, которая взаимодействует с однородным маг­
нитным полем (2) и неподвижным зарядом - 2е, по­
мещенным в начало координат. 

Уравнение (1) целесообразно переписать в без­
размерных переменных. Для этого введем маг-

нитную длину lв = J2!ic/ (еВ) и безразмерное 
собственное значение энергии Л = 2Е / (IИ...!с), где 
(J)c = еВ/ (m*c) - циклотронная частота. Полагая 
теперь 

У= lвТJ, 

8 ВМУ, физика, астрономия, № 1 

(3) 

Здесь а= JB0 /B и В0 = 2cm*2e3 //i3 ~ 4,7 х 
109 (m* /m) 2 

- индукция критического поля. В по­
лярных координатах уравнение (3) принимает вид 

Волновую функцию ищем в виде 

Ф = ехр ( il <р) R (р) . 

Для радиальной части волновой функции получаем 
уравнение 

- -+-- +-+l+-p2+- R(p)=ЛR(p). [ ( 
д2 1 д ) 12 

1 а] 
др2 р др р2 4 р 

Здесь l - собственные значения оператора Lz = 
= -iд/д~р, принимающие значения l = 0±1, ±2, .... 
Ниже рассматривается только случай l = О, когда 

уравнение имеет вид 

[ ( 
д2 

1 д ) 1 2 а] - - + - - + - р + - R (р) = ЛR (р) . 
др2 р др 4 р 

(4) 


