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могут быть использованы при попытках найти эту 
причину. 

Остальные разложения также могут быть исполь
зованы при тщательном изучении структуры супер

симметричных теорий вне рамок теории возмущений. 

Авторы глубоко признательны П. И. Пронину 

за полезиые обсуждеиия и замечаиия, а также 
В. В. Асадову за финансовую поддержку исследова
ний. 

Литература 

1. t'Hoofi G. 11 Phys. Rev. 1976. Dl4. Р. 3432. 
2. Seiberg N., Witten Е. 11 Nuc1. Phys. 1994. 8426. Р. 19. 

3. Прттн П.И" Степаиьтщ К.В. 11 ТМФ. 1998. 115. С. 402. 

УДК 538.915; 539.01.1 

4. P1·011i11 Р., Stepaпyamz К. 11 E-print Archive: hep-th/9803185. 
5. Bilal А. 11 E-print Archive: hep-th/9601007. 

6 . Alvares-Gaume L., Hassan S. 11 Fortscllf. Phys. 1997. 45. Р. 159. 
7 . К/етт А. 11 E-print Archive: hep-th/9705131; Peskin М 11 

E-print Archive: hep-th/9702094. 
8 . Ve11ezia110 G., Yankelowicz S. // Phys. Lett. 1982. 8113. Р. 231; 

Tayfo1· Т, Veneziano G., Yankefo~vicz S. 11 Nucl. Phys. 1983. 
8218. Р. 493. 

9. Ajjleck 1., Dine М, Seiberg N. // Nucl. l'hys . 1984. 8241. 1'. 493. 
10. Seibag N. 11 Phys. Rev. 1994. D49. Р. 6857. 
11 . P1·onin Р., Stepanyantz К. 11 E-print Archive: hep-th/9902163 . 

Посrуnила в редакl(Ию 

17.02.99 

О МНОЖЕСТВЕ УНИКАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ЛАФЛИНА 

Б. А. Лоов, О. Ф. Дорофеев 

(кафедра теоретической физики) 

Показано, что для 011ределенных соотношен11й между индукцией маrнитноrо ооля 11 вели•11шой 
заря.да электрона в задаче корре.1111ровашюrо движе1111я двух электронов в nостояшшм 11 однородном 
маrшпном поде существ)'Ют точные решения в в1ще ЭJ1ементар11ых фу1mц11й (уш1каJ1Ь1tые J1аф

л11новские состояния). Приведен ря,д соображений, r1озволяющ11х понять фюический смысл эт11х 

за111ечатеды1ых з1шчеш1й маr11ит11оrо поля. Интерес к этой задаче связан с щtвым состоя1шем 

ие111сстиа, оfiнаруже~:~ным эксnер11~1е11тал1.110. 

Рассмотрим двумерное движение двух электронов перепишем уравнение (1) 
в постоянном и однородном маrни'r·ном поле. В :этой 
задаче движение центра масс отделяется от относи

тельного движения. 

Стационарное уравнение Шрёдингера для относи

тельного движения (задача Лафлина) имеет вид 

{_!_ [(Рх- еВ 'ii) z -(р, + еВ х) z] + е2 } Ф=ЕФ . 
m* 4с У 4с Jxz+yz 

(1) 
Здесь т* - эффективная масса электрона в дан
ной гетероструктуре, е- абсолютная величина за
ряда электрона, В - индукция магнитного поля. 

Использована симметричная калибровка векторного 

потенциала 

(2) 

Уравнение (1) формально является уравнением 
Шрёдингера для частицы с массой m* / 2, зарядом 
-е/2 , которая взаимодействует с однородным маг
нитным полем (2) и неподвижным зарядом -2е, по
мещенным в начало координат. 

Уравнение (J) целесообразно переписать в без
размериых перемеииых. Для этого введем маг

нитную длину lв = J2nc/ (еВ) и безразмерное 
собственное значение энергии Л = 2Е / (!iшс), где 
Wc = еВ / ( m* с) циклотронная частота. Полагая 
теперь 
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(3) 

Здесь а = ~ и В0 = 2cm*2e3/ 1i3 ~ 4,7 х 
109 (m* / m)2 

- индукция критического поля. В по
лярных координатах уравнение (3) принимает вид 

- -+- - -- - - i-+-p2+- Ф = ЛФ. [ ( 
д2 

1 д ) 1 д2 д 1 а] 
др2 Р др Р2 д1р2 д1р 4 Р 

Волновую функцию ищем в виде 

Ф = ехр (il1p) R (р). 

Для радиальной части волновой функции получаем 

уравнение 

[ ( 
дz 1 д ) 1

2 
1 а] - -+-- + - + l+-p2+- R(p)=ЛR(p). 

др2 р др р2 4 р 

Здесь l - собственные значения оператора Lz = 
= -iд/д1р, принимающие значения l = 0±1, ±2, .... 
Ниже рассматривается только случай l = О , когда 
уравнение имеет вид 

- - + - - + - р2 + - R (р) = ЛR (р) . [ ( 
д2 1 д ) 1 а] 
др2 р др 4 р 

(4) 
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Заметим, что оператор Гамильтона в левой части (4) 
можно записать следующим образом: 

~ ~2 1 2 1 а 
Н=р +-р +-+-. 

р 4 4р2 р 
(5) 

Здесь выражение 

является оператором радиального имnульса, са

мосопряженным на гильбертовом пространс1-
ве L 2 (О , оо, pdp). Отметим появление слагаемого 
1/ (4р2) в выражении (5). 

Радиальные собственные функции ищем в виде 

R (р) = ехр ( - р2 / 4) f (р) . 

Для функции f (р) получаем уравнение 

d
2 

f ( 1 ) df ( а) - + - - р - + л - 1 - - f (р) =о. 
dp2 р dp р 

(6) 

Для магнитных полей произвольной величины (про

извольное значение параметра а) регулярное в нуле 
решение уравнения (6), обеспечивающее принадлеж
ность R (р) гильбертову пространству, дается беско
нечным рядом, структура которого весьма сложна и 

еще мало изучена. 

Лишь для некоторых уникальных значений маг
нитного поля функции f (р) вырождаются в поли
номы [1-6], так что 

R nk (р) = Cnk ехр (-р2 / 4) Q nk (р) , (7) 

где 

n 

Q nk (р) = L ьjpj 
j=O 

- полином сгепени п , имеющий в физической обла
сш (р ~О) k нулей (п - главное квантовое число, 
k - радиальное квантовое число). Для всех сосrоя

ний этого уникального вида собственные значения Л 
даются единой просJой формулой 

Л = п+ 1, n = 1,2, .... (8) 

На рис. J показана зависимосrь собсrвенных зна

чений Л = 2Е / (Гш;с) от параметра а = .jB0 / В. 
Нижняя кривая соответсrвует основному сосrоянию, 

сле.пующая - первому возбуж.пенному сос-гоянию и 
так далее. Точками отмечены значения параметров Л 
и а уникальных состояний. 

Коэффициенты полинома Q nk (р) определяются 
рекуррентными соотношениями 
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Рис. 1. 
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Рис. 2. 

Ьj = [abj-1 + (j - п - 2) bj _2] j- 2 . 

На рис. 2 и 3 показаны радиальные функ

ции и радиальные плотносrи нескольких первых 

сосгояний, причем значения радиальной перемен
ной приведены в эффективных боровских радиу

е<~х а:В = h2 
/ (m*e2

). Уникальные значения величи
ны магнитного поля определяются соотношениями 

(n + 1)2 bn+1 = abn - Ьn-1 = О. 
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Рис. З. 

Ниже приводятся нес1<олько первых значений пара

метра: 

aio = 1, 

azo = .Jб, 
азо = v~io_+_J73~7=3, 

а4о = J25 + J73. 

аз1 = J 10 - .J73, 
а41 = J25 - з.JЗЗ. 

Любопытно, что уровни энергии (7) рассматрива
емых уникальных состояний могут быть получены 
из правила квантования Бора-Зоммерфельда, если 
включить в рассмотрение как физическую (р ~ О), 
так и пефизическую (р < О) области значений пе~ 
ременной р . Эффективную потенциальную энергию 
при этом следует положить равной (см. (5)) 

1 ? а 1 
Иeff (р) = -р- + - + - . 

4 р 4р2 

Правило квантования Бора-Зоммерфельда с учетом 
сделанных выше замечаний записывается в виде 

2 (J dpJ>.-Ueff(P) + ] dpj>.-Иetr(P)) 
PJ Рз 

= 21Г(n + 1). (9) 

Появление единицы в правой части формулы (9) объ
ясняется наличием четырех регулярных точек пово

рота, вклад каждой из них равен 1/4. График эф
фективного потенциала Иeff (р) в физической (р ~ О) 
и нефизической (р < О) областях и точки поворота 
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при >. = 2 показаны на рис. 4. Кстати говоря, если 
не включать слагаемое 1/ (4р2) в выражение Иeff, 
следовало бы считать, что в точке р = О имеется 
непроницаемая потенциальная стенка, а вклад от нее 

был бы равен 1/2, а не 1/4 [7] . Интегрирование 
в левой части равенства (9) легко выполняется с 
помощью теории вычетов (контур интегрирования 
в комплексной области показан на рис. 5) и в ре
зультате для >. мы получаем в точности формулу (7) 
независимо от значений параметра а. 

Иerr (р) 

з 

.. " ...... -..... " ... ":z 

1.5 р 

-1 

Рис. 4. 

y = Iшz 

х = Rez 

Рис. 5. 

Вопрос о том, чем с физической точки зрения 
замечательны магнитные поля, определяемые соот

ношениями (8), был до сих пор не совсем понятен. 
Ниже мы приводим соображения, которые, как нам 
кажется, проясняют этот вопрос. 

Введем в рассмотрение операторы центра орби
ты [8] : 

(В отличие от работы [8] здесь используется симмет
ричная калибровка и проведено обезразмеривание с 
помощью магнитной единицы длины.) Тогда опера

тор квадрата расстояния от центра орбиты до начала 
координат можно записать в виде 

R 2 2 2 12 L 
с= Р~+р'1 + 4Р + z· 

В случае чисто магнитного поля эти операторы ком
мутируют с гамильтонианом, так что в стационар-
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ном состоянии R~ имеет вполне определенное значе
ние. В нашем случае 

? а 
R- = Н - 2Lz - -
с р 

и из-за наличия кулоновского взаимодействия R; не 
сохраняются и в стационарном состоянии, поэтому 

имеет смысл говорить лишь о среднем значении этой 
физической величины . 

Введем теперь средний квадрат радиуса орбиты 

так же, как это было сделано в [9] для чисто магнит-
ного поля: 

(R2) = (р2) - (R~). 

При l = О с учетом (3), (8) это равенство можно 
записать в виде 

Таким образом, возвращаясь к обычным единицам, 
средний магнитный поток в стационарном состоянии 

можно записать так: 

(10) 

где Фо = 21Гсn/ е - квант магнитного потока. 
Для стационарных состояний (7) величина Ф , как 

показали расчеты, оказалась кратной величине Фu: 

Ф = (п+l)Фо, n = 2,3, .... 

В качестве иллюстрации ниже приведены резуль

таты расчета для состояний Ло и f 20. 

Для состояния f 1o а= 1 и >. = 2 : 

Ло (р) =ехр(-р2/4) (l + p) , 

(р2) = ( 10 + з~) / ( з + J2;) , 

\~) = (2+~) / (з+~) , 

Для состояния f 20 а = J6 и >. = 3: 

(р2) = ( 114 + З6Vз;) / ( 25 + sJз;) , 

\ ~) = 6 ( J6 + J2;) / ( 25 + s~) , 
( R2

) = 3. 

Формула (10) имеет место для всех уникальных со
стояяий, хотя пока нам не удалось показать это в 
общем виде. 

Авторы признательны А. В. Борисову и В. Ч. Жу
ковскому за полезные обсуждения и внимание к на
шей работе. 
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