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КРАТКИЕ С ООБЩЕНИЯ 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МА ТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 539.12.01 

О ЯВНЫХ РЕШЕНИЯХ ДЛЯ ПОЛНОСТЬЮ ИНТЕГРИРУЕМОЙ 
КЛАССИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ТРЕХ ЧАСТИЦ ВО ВНЕШНЕМ ПОЛЕ 

Д. В. Мещеряков, В. Б. Тверской 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Найдены явные решения для одной nоJшостью 1штеrрируемой системы трех частиц во внешнем 

110-ле. Получено соотношение, связы1щющее начальные условия., константу связ1t 11 время падения 
двух часnщ в сипrулярпос·tъ r~оте11щ1ала взаимодействия. 

К настоящему времени используются различные 
методы решения уравнений движения в явном виде 

для многих полностью интегрируемых систем [1-4]. 
В предыдущей работе одного из авторов [5] был 
найден такой метод для класса полностью интегри­

руемых систем, состоящих из попарно взаимодейст­

вующих N частиц с равными массами m = 1, нахо­

дящихся на прямой во внешнем поле. В настоящей 
работе мы применим этот метод к одному классу 

полностью интегрируемых систем частиц во внешнем 

поле для случая двух и трех частиц. Основываясь 
иа получею1ых решеииях, мы оцеиим время падения 

частиц на центр при различных начальных условиях. 

Системы рассматриваемого класса обладают па­

рой Лакса и как следствие - N интегралами дви­

жения, которые являются полиномами по импульсам 

где А, а, f3 - произвольные конс1анты, координа­
ты N частиц являются нулями функции 

N 

ф(х, t) = l:: xk[exp(tT )c(O)]k, (4) 
k=O 

где 

Тоо = -/3, То2 = -а, 

i'N-1N = -N/3, i'N-1N-2 = 2а, i'NN-1 =а, 

тkk-1=(N+1- k)a, Tkk+1=-(k+1),8, 

'Лk+2 = (k + l)
2
(k+ 2) а, 1 :::;; k :::;; N - 2, (5) 

и координатам взаимодействующих частиц. Один из и 
этих интегралов движения является гамильтонианом 

системы: 

(1) 

Для того чтобы система обладала свойством пол­
ной интегрируемости, потенциалы внешнего поля 

W(x) и парного взаимодействия V(x) должны иметь 
следующий вид: 

где а, 'Yi, i = 1, 2, 3 - произвольные константы . 

В работе [5] система N частиц с гамильтонианом 
(1) и потенциалами (2) была связана с неоднородным 
уравнением Бюргерса-Хопфа. С помощью этой связи 
были найдены решения уравнений движения для сис­
темы (1)-(2). При выполнении следующих условий: 

А2 
а=- ' 

а2 
/1 = --, /2 = -а/3, /з = -aA(N -1), 

2 
(3) 

CN(O) = 1. 

Остальные элементы матрицы Т равны нулю. 
В этих выражениях xi(O), i = 1, ... , N, - начальные 
координаты N частиц. 

Применим кратко изложенный выше метод [5] и 
найдем в явном виде решения уравнений движения 

для класса полностью интегрируемых систем час­

тиц во внешнем поле . Рассмотрим сисrемы частиц 
вида (1) с потенциалами (2) при ограничениях (3). 
Наложим следующие дополнительные условия: 

/3= 0, а = -А2 . (6) 

Таким образом, мы имеем только один параметр 
в потенциалах V ( х), W ( х) . В настоящей работе мы 
получим и проанализируем явные решения уравне­

ний движения для двух и трех частиц с гамильтони­

аном (1) и потенциалами (2) при ограничениях (3) 
и (6). Другими словами, мы рассматриваем подмно­

жество систем (1)- (3), определяемое условиями (6). 
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Посмотрим, как работает данный метод в прос­
тейшем случае двух частиц. Для N = 2 из (4)-(5) по-
лучаем Т3 = (-2а3)Е , где Е - единичная матрица. 
В этом случае ряд в (4) можно просуммировать, и 

координаты двух частиц являются двумя решениями 

уравнения 

ф(х, t) = О. (7) 
При этом уравнение (7) имеет следующий вид: 

2 

L:xk[sk(B)T kc(o)]k =о, 
k=O 

где ат = т' в= -at(2)113
' 

80 (0) = ~( е6 + 2e-612 cos (~в)), 

1 ( (} - 6(2 (JЗ 7r)) S2 (B) = З е -2е cos 2в- З . 

Асимптотика данного уравнения при любых на­

чальных условиях имеет вид х2 - 2113х + 2- 1/ 3 = О. 
Отсюда видно, что при некотором конечном вре­
мени t0 частицы падают в сингулярность потенци­

ала взаимодействия. Например, при симметричных 
начальных условиях х 1 (0) = -1 , х2 (0) = 1 имеем 
to = 1,581/А2 • 

Рассмотрим теперь систему трех частиц: N = 3. 
При ограничениях (6) получаем Т4 =О, и алгебра 
Т-матриц становится конечной. Рассмотрим далее 
симметричные начальные условия: 

х1 (О)= -хо, х2(О) =О, хз(О) =хо. (8) 

Введем обозначение r = - 1/(A2t) . В этом случае 
уравнение (8) принимает следующую форму Карда­
но: 

у3 + иу +q =о, 

где 

Z = 1 - хбr + r, 

r(l - 2x6r) 
х=у- Z ' 

r(x4 + 9r - 3x2r 3
) 

U= _ О О 
зz ' 

2 4 
Св= --хо. 

3 

(9) 

Решения (9) определяются значением дискрими­
нанта Q = - 108((u/3)3 + (q/2)2) [6]. При О ~ t < t0 
получаем Q > О и как следствие три действительных 
корня, дающие координаты трех частиц: 

Y1=N + M, 
N+M . N-M 

У2 ,з= - 2 ± iJЗ 2 ' 

где 

N = -~+~ ' ( ) 

1/3 

М= -~-~ ( ) 

1/3 

при условии, что М N = -и/3 [7]. В момент времени 
t = t0 мы получаем Q = О, что приводит к равенству 
координат двух частиц. То есть в этот момент вре­
мени две частицы падают в сингулярность парного 

потенциала взаимодействия. Используя явное выра­

жение для дискриминанта, получаем 

в 
t o = А2 ; 0,53 < В < 0,89. (10) 

Значение константы В зависит от х0 . Рассмат­
ривая произвольные начальные условия, находим из 

(З)-(5) асимптотическую форму уравнения (9) (при 
условии, что А # О): 

Отсюда видно, что частицы падают в сингуляр­

ность за конечное время при любых начальных усло­
виях. Пользуясь выражением для дискриминанта в 
общем случае, получаем следующую оценку сверху 
для t0 : 

1 
to = 7 А2 х 

х 1 { 27 [ х 1 (о) х 2 (о) + х 1 (о) х 3 (о) + х 2 (о) х 3 (о)] + 

+ 7х1 (О)х2(О)х3(О)} { х1 (О)х2(О)х3(О) }-
1

1. 

(11) 
Эта оценка справедлива при xi(O) =/= О, i = 1, 2, 3. 

Из (11) и (10) следует, что при уменьшении констан­
ты связи А2 время падения в сингулярность увели­
чивается. 

Полученные явные решения уравнений движения 

могут быть использованы для проверки различных 
приближенных методов, а 1акже в качесrве нулевого 
приближения при исследовании близких к рассмот­

ренным неинтегрируемых систем частиц. 
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