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УДК 519.6 
К ОБОСНОВАНИЮ МЕТОДА МАКСИМАЛЬНОЙ ЭНТРОПИИ 

ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

А. С. Леонов*), А. Г. Ягола 

(кафедра .мат~wатики) 

Показано, что разл~1•шые обоснования метода макс11малъной энтрошш для решения линейных 

uе1соррекn1ых задач, преДJ10же1шыс недав110 рядом авторов (1991- 1993 rr.), дегко подучить из общих 
утверждений теории 11единеiiных некорректных задач в то11одоr11ческих пространствах, развитой 

авторами настоящей статьи в 1986- 1988 rr. В результате приме11е1111я этой общей теории поду•1ается 

и простое обос11оваr111е метода максимаJJЬ11ой энтропии ДJJЯ нминейных некорректных задач. 

1. Пусть А - оператор (вообще говоря, нелиней­

ный) действует из пространсrва Z[a, Ь] , состоящего 
из функций z( s), s Е [а, Ь] , в нормированное про­
странство И. Пусть, далее, т - некоторая топология 
секвенциальной сходимости в просrрансrве Z[ а, Ь], 
а D - некоторое заданное множество функций из 
Z[a, Ь] . Рассмотрим операторное уравнение на мно­
жестве D : 

Az = и, z = z ( s) Е D, и Е И. ( 1) 

Предположим, что множество Z * = arg inf {llAz -
-иllu : z Е D} его квазирешений на D не пусто и, 
возможно, содержит более одного элемента. Тогда 
для нахождения конкретного квазирешения вариаци­

онным методом обычно используется дополнитель­
ный функционал O(z). С ег-о помощью производится 
отбор специальных квазирешений из множества Z * . 
Это делается путем поиска так называемых О-оп­
тимальных квазирешений уравнения (1 ), т. е. таких 
функций z(s) Е Z*, для которых 

O(z)= inf{O(z) : zEZ*}. (2) 

Их множество обозначим как Z. Уравнение (1) час­
то представляет собой некорректно поставленную 
задачу, в которой вместо точных данных {А, и} 
заданы их приближения { Ah, щ} с точностями 
Т/ = { h, о} . В этом случае требуется по набору ве­
личин { Ah, ио, h, о} построить устойчивое прибли­
женное решение задачи (1), (2), т. е. такую функцию 

zry(s) Е D, что zry(s) -2+ Z при 'f/-+ О. Именно специ­
фические свойства функционала O(z) обеспечивают 

•) МИФИ. 

возможность нахождения подобных устойчивых при­

ближенных решений обратной задачи (1). 

2. Метод максимальной энтропии для реше­
ния задачи (1), (2) связан с использованием функ­
ционального пространства Z = L1 [a, Ь], множе­
ства D = {z(s) Е L 1 [a , b] : z(s) ~ О} и функцио-

нала Ов(z) = J: z(s) 1n z(s)ds. Тогда задача (2) с 
O(z) = Ов(z) эквивалентна максимизации функци­
онала энтропии E(z) = -Ов(z) на множестве всех 
неотрицательных псевдорешений уравнения (1 ). Счи­
тается, что такие квазирешения с максимальной энтро­

пией задачи (1 ) полезны в ряде приложений. Приме­
нителыю к решению некорректных задач метод мак­

сималыюй энтропии изучен в ряде работ, из которых 
отметим [1-З] . В этих работах предполагается, что 
оператор А - линейный и ограниченный из L1 [a, Ь] 
в гильбертово пространство И , причем он задан точ­
но (Т/ =о). При этом для получения приближенных 

решений z0 ( s) Е D используются варианты метода 
регуляризации А. Н. Тихонова и метода :невязки [4] с 
O(z) = Ов(z). 
Перечислим важнейшие вспомогательные резуль­

таты, полученные в [1, 2]. J) Функционал Ов(z) -
строго выпуклый на выпуклом замкнутом множес­

тве D . Он непрерывен в L 1 [a, Ь] . Известно (см" 
напр., [5]), что это обеспечивает слабую полу­

непрерывность снизу на D функционала Ов(z). 
2) Непустые множества уровня этого функционала 
Ос= {z Е D : Ов(z) ~С} слабо замкнуты, так как 
они выпуклы и замкнуты в L 1[a, Ь] . 3) Непустые 
множества Ос слабо компактны в L 1 [a, Ь] . Этот 
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полезный результат, полученный в [1, 2], вытекает 
из совместного использования критериев Балле Пус­

сена и Данфорда-Петтиса (см. [6, 7]). 4) Для вся-
1<ой последовательности {zn(s)}~=l С D из слабой 
сходимости Zn __,, z и сходимости по функционалу 
Ов(zп)---+ Ов(z) следует сильная сходимость Zn---+ z 
при п ----t оо . Этот важный результат впервые получен 
в [1]. 

В работах [1-3], основываясь на этих результатах 
и на линейности ограниченного оператора А, авто­

ры по-разному доказывают, что: а) (квази)решение 
z(s) с максимальной энтропией существует и един­
ственно; б) экстремаль функционала Тихонова су­
ществует и единственна при каждом значении па­

раметра регуляризации; в) приближенное решение 

z0 = arginf{r!в(z): ll Az - щllu ~ <5}, полученное по 
методу невязки, существует и единственно при каж­

дом 8 ;?: О; г) приближенные решения Z<> ( s) , полу­
ченные по методу А. Н. Тихонова или по методу не­

вязки, сходятся к z(s) при 8---+ О слабо и по норме 
пространства L 1 [а, Ь] . 
С нашей точки зрения, утверждения а-г непо­

средственно вытекают из общих положений теории 

нелинейных некорректных задач в топологических 

пространствах, развитой в [8-10] . Более того, утверж­
дения, аналогичные а-г, следуют из этой теории 

и в случае нелинейного оператора А , заданного с 
ошибкой. Эти утверждения оказываются верными не 
только для метода регуляризации Тихонова и метода 

невязки, но и для многих других методов решения 

некоррекп1ых задач. Покажем это . 
3. Пусть т - топология слабой (секвенциальной) 

сходимости в L 1 [а, Ь]. Из отмеченных свойств 1-3 
функционала Ов(z) вытекает, что: 1° ) функционал 
О Е ( z) т -секвенциально полунепрерывен снизу на 
D; 2° ) множества Ос т-секвенциально компактны. 
Будем считать в дальнейшем, что функционалы не­

вязок Ф(z) = llAz - иllu, Ф17 (z) = ll Ahz - щllu слабо 
полунепрерывны снизу на D. Это выполнено, на­
пример, для операторов А, Ah, слабо непрерывных 
из L 1 [а, Ь] в банахово пространство И, и в част­
ности, для линейных операторов. Другие примеры 
можно найти в работе [10] . Тогда выполнено усло­
вие: 3°) функционалы Ф(z) , Ф11(z) т -секвенциально 
полунепрерывны снизу на D . Но именно условия 
1° -3°, согласно [8] и [10, теорема 1.4.1], гарантиру­
ют существование О Е -оптимальных квазирешений 
уравнения (1) на множестве D (т . е. квазирешений 
с максимальной энтропией). Гарантируется также 
существование экстремалей тихоновского функцио­
нала [8], [10, теорема 1.4.2] и приближенных реше­
ний, полученных по обобщенному методу невязки с 
O(z) = Ов(z) (см. [8], [10, теорема 2.5.1] . Поэтому 
аналоги утверждений а-в верны и для общего слу­

чая нелинейных задач (1) с возмущенными данными 
{А11 , щ}. Кроме того, в частном случае линейных 
операторов А , Ah из строгой выпуклости функцио­
нала Ов вытекает единственность Ов-оптимального 
квазирешения z(s) и тихоновской экстремали на вы­
пуклом множестве D [5, с. 27], [10]. Отсюда следуют 
и утверждения а, 6, доказанные в работах [1, 2]. 
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В работах [8, 1 О] уСiановлена общая теорема схо­
димости для нелинейной задачи (1), (2). 
Т еорем а 1. Предположим., что для функцио­

налов O(z) , Ф(z) и ФtJ (z) выполнеNы условия 1° -3° . 
Если при этом для семейства { z11 ( s)} С D выполнены 
условия 

lim sp O(z17) ~ O(z), (3) 
t)---+0 

liш 11Az17 - иllu = llAz - иllu , ( 4) 
tj-+0 

то zr/(s) ~ Z и O(z11 )---+ O(.z) при 17---+ О. 
Применительно к методу максимальной энтропии 

с O(z) = Ов(z) это означает, что выполнение усло­
вий теоремы влечет слабую (секвенциальную) схо­
димость функций z11 ( s) к Z, а также сходимость 
по энтропии Ов(z11)---+ Ов(z) . Тогда сильная сходи­

мость приближений ztJ(s) к Z в L 1[a, Ь] получается 
из отмеченного выше вспомогательного результата 4 
работы [1] для общего случая нелинейных задач ( 1) с 
возмущенными данными { Ah, и<>}, а не только для 
случая линейного точно заданного оператора. Это 
доказывает, что для нелинейных задач (1) верна 
Т е орем а 2. Пусть фуикциоиалы Ф(z) и Ф11(z) 

обладают свойством 3°. Тогда всякий метод прибли­
:жеNNОго реи{ения задачи (1), (2), обеспечивающий для 
своих приближений z11 ( s) выполнение условий (3), ( 4) 
с O(z) = OE (z) , гарантирует сильную сходим.ость 
этих прибли:J1сений в L 1[a , Ь] к квазирешениям с мак­
сималыюй энтропией при Т/ ---+ О . 

В заключение заметим, что выполнение требо­
ваний (3), (4) теоремы 1 (в том числе и при 
O(z) = Ов(z)) обеспечивают многие методы реше­
ния линейных и нелинейных некорректных задач. 

В частности, эти соотношения будут выполняться 
для приближенных решений, полученных по методу 
регуляризации А. Н. Тихонова с выбором парамет­
ра по обобщенным принципам невязки, сглажива­

ющего функционала и квазирешений (см. [8, 10]), 
а также для таких вариационных регу ляризующих 

алгоритмов, как обобщенный метод невязки [8, 10] 
и обобщенный метод квазирешений [11 ]. Для вари­
антов всех этих методов, использующих функционал 
O(z) = Ов(z) , в силу теоремы 2 справедлива силь­
ная сходимость в L1[a, Ь] приближенных решений к 
квазирешениям с максимальной энтропией. 

Работа выполнена при поддержке программы 

«Университеты России - фундаментальные исследо­
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ 
КИНЕМАТИЧЕСКОЙ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ УРАВНЕНИЙ 

С ОПЕРАТОРАМИ ИЗ SU(1 , 1) И SU() 

А. Ю. Колесник 

(кафедра математики) 

Доказывается необходимое и достаточное условие кинематической интеrрируемос111 уравнений с 
операторами, rrрипадлежащими sи(1, 1) и su (2) алгебрам Ли. Предлагаемыii критерий связан 
с дифференц1щльно-rеометри•1еск11м рассмотрением соответствующ11х классов кинема111•1ески интег­

р11руемых уравнеrшй и базируется на G-предстамс1111и диффере1щ11алы1ых урав11е1шй с частны~ш 

произвощ1ым11. 

Понятие G-класса 

Пусть на гладком двумерном многообразии зада­
на метрика 

коэффициенты которой представимы в следующем 

виде: 9ij = 9ij(u, ио;, Ut, U:i:x• ... ; х, t) = 9ij [u], где 
и(х , t) __:_ неизвестная функция. Если при ·этом за­
дать гауссову кривизну К(х, t), то уравнение Гаусса 
(приведенное, напр., в [1]) будет представлять собой 
некоторое, вообще говоря, нелинейное дифференци­

альное уравнение относительно функции и(х, t): 

f[u(x, t)] =О. (1) 

В этом случае будем называть С-представлением 
уравнения (1) соответствующий метрический тензор 

9ij = ( ~ ~) . Уравнения, допускающие С-пред­
ставление, будем называть принадлежащими С -клас­
су . В случае гауссовой кривизны К= -1 будем го­
ворить о Л2-представлении (Л2 -классе) . 
Понятие А 2 -класса, введенное сравнительно не­

давно Э. Г. Позняком и А . Г. Поповым [2, 3], яви­

лось, по сути, связующим звеном между нелиней­

ными уравнениями и дифференциальной геометрией 
двумерных гладких многообразий. 

В дальнейшем С -представление, соответствующее 
постоянной ненулевой гауссовой кривизне, будем 

обозначать как G{f[u] =О}, К = const =f. О . 

Представление нулевой кривизны 

Рассмотрим задачу 

{ Фх = Иф, 

Фt = Vф, 

где И и V - (2 х 2) -матричные операторы, а 

ф = ( ~~ ) - 2-мерная ве:ктор-функция. 
Условие разрешимости данной системы получает­

ся путем перекрестного дифференцирования и имеет 
вид 

(2) 
Уравнение (2) называется уравнением представления 
нулевой кривизны. Если операторы И и V аналити­
чески зависят от некоторого параметра ~ , то уравне­
ния, представимые в виде (2), называются кинемати­
чески интегрируемыми уравнениями [4]. 

Построе1ше операторов представления нулевой 
кривизны по заданному G{f[u] =О}, 

К= const f: О-представлению 
Пусть задано G{f[u] =О} , К= const #О-пред­

ставление некоторого дифференциального уравне-
ния: 

![и] = О. (3) 
В работе [5) доказана приводимая ниже теорема, 
связывающая кинематическую интегрируемость [4] 
с принадлежностью уравнений G -классу и позволя­

ющая построить спектрально-эволюционные опера­

торы И и V по С-представлению К = const # О 
уравнения (3) таким образом, чтобы уравнение пред­
ставления нулевой кривизны для И и V совпадало с 
соответст·вующим уравнением Гаусса. 

Т еорем а 1. Пусть зада110 G-11редставле11ие урав11ения 

(3), т. е. задан соответствущий .меп1рический тензор g;j[u], при­
чем гауссова кривизна К = const # О. 

Тогда 

1. Операторы 


