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КРАТКИЕ С ООБЩЕНИЯ 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МА ТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 534 

О СТАТИСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧЕК 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

П. В. Елютин 

(кафедра квантовой радиофизики) 

Для автономных с11стем общеrо вида исследована относительная распространенность не11одв11ж

[[ЬJХ точек различных классов 11а фазовой плоскосш. Показа110, ч·rо чаще все1·0 встречаются ceДJJa, 

реже фокусы, а рлы встре•1аются еще реже. 

Для конечномерных динамических систем, за

данных системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

(1) 

изучение свойств положений равновесия непо
движных точек, заданных соотношениями F( { xi}) = 
О , - составляет первый и важнейший этап качествен
ного исследования. 

Неподвижные точки классифицируются по ве
личинам и знакам действительных и мнимых час

тей характеристических показателей системы ди

намических уравнений (1), линеаризованной вбли
зи положения равновесия. Для систем на фазо
вой плоскости (К = 2) выделяются следующие 
классы неподвижных точек: центр ( Re Л1 ,2 = О, 

Im Л1,2 f:. О), фокус ( Re Лl,2 f:. О, Im Лl,2 f:. О), сед
ло (RеЛ1,2 f:. О, ImЛ1 ,2 = О, Л1Л2 < О) и узел 
(Rе Л1 ,2 f:. О, ImЛl,2 =О , >чЛ2 >О) [1, с. 19-24]. 

В настоящей заметке исследуется относительная 

распространенность точек этих классов в динамичес

ких системах общего вида. 

Линеаризованная вблизи неподвижной точки сие~ 
тема уравнений имеет вид 

dx 
dt =ах+ Ьу, 

dy 
dt =са:+ dy. (2) 

Выбором масштаба времени можно обеспечить вы

полнение условия 

a
2 +b2 +c2 +d2 =1. (3) 

Таким образом, пространство неподвижных точек 

отображается на поверхность четырехмерной сферы 

единичного радиуса. Меры областей этой поверх

ности, соответствующие различным кла.ссам точек, 

и определяют их распространенность. Аналогичный 

метод метризации использовал Кац при оценке сред
него числа вещественных корней полинома заданной 

степени [2, с. 18-24]. 
Точки типа «центр» являются негрубыми (при ма

лом изменении параметров общего вида превраща-

ются в точки других классов) и имеют нулевую меру. 

Фокусам соответствует обласIЪ, заданная условием 

(а - d)2 + 4Ьс < О. (4) 

Седлам соответствует область, заданная условием 

(а - d) 2 + 4Ьс > О, ad - Ьс <О. (5) 

Остальная часrь поверхности гиперсферы соответ
СI·вует узлам. 

Вычисление объемов областей (4) и (5) на по
верхности rиперсферы (3) проводилось численным 
интегрированием с помощью метода Ромберга при 
четырех различных положениях осей системы коор

динат. Найденные значения вероятностей фокусов 
(PF), седел (Ps) и узлов (PN) таковы: 

PF = 0,2920(6), Ps = 0,5010(14), PN = 0,2070(20). 
(6) 

Цифры в скобках указывают погрешность в едини
цах последнего десятичного разряда. Таким образом, 
для систем общего вида наиболее вероятным ти
пом неподвижной точки является седло, менее вероя

тен фокус, наименее распространены узлы . Частоты 
устойчивых и неустойчивых точек среди фокусов и 
узлов равны (что очевидно из симметрии) . 

Изложенный подход может быть обобщен на ди
намические системы с фазовым пространСI·вом раз
мерностей К > 2 . Однако быстрый рост размерносr·и 
гиперсферы D с увеличением К (D = К2 

- 1) и 
усложнение вида условий для облаСI·ей, соответсrву
ющих неподвижным точкам разных типов, делает 

соответствующие численные интегрирования весьма 

трудными. 

Литература 

1. Рабинович М.И., Трубецкое Д.И. Введение n теорию коле
баний и волн. М.: Наука, 1984. 

2. Кац М. Верошюсrь и смежные вопросы в физике. М.: 

Мир, 1963. 

Поступила в редакцию 

18.06.99 


