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НОВОЕ РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ЭРГОДИЧНОСТИ ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН 

В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ МЕЖДУ ИОНОСФЕРОЙ 
И ЗЕl\IЛЕЙ 

А. Г. Вологдин, В. Д. Гуев 

(кафедра физики атмосферы) 

Рассмотрен новый подход к решению проблемы пространственной эргодичности случайных полей 

относительно математического ожидания при распространении волн в свободном пространстве между 

ионосферой и Землей. Доказана возможность зам1ены операции усреднения по объему усреднением 

вдоль горизонтальной прямой линии произвольного направления. Полученные результаты могут 

быть использованы при анализе распространения волн различной природы в геофизических средах. 

Исследование проблем пространственной эрго

дичности в случайно-неоднородных средах показало, 

что усреднение по объему можно заменить усредне

нием вдоль произвольной прямой линии [1, 2]. Воз
никает вопрос о возможности такой замены для волн, 

выходящих из случайно-неоднородной ионосферы и 
распространяющихся далее в свободном пространст

ве до Земли. Заметим, что аналогичная постановка 

вопроса возможна и при зондировании других при

родных сред как электромагнитными, так и акусти

ческими волнами. 

В настоящей работе предлагается новый подход 

к пространственной эргодичности в свободном про

странстве для волн, выходящих из случайно-неод

нородной среды. Рассмотрена возможность замены 

операции усреднения по объему усреднением вдоль 

прямой линии. Такая замена позволяет снизить уро

вень сложности проблем пространственной эргодич

ности до уровня временной эргодичности и тем са

мым принципиально изменить подход к анализу про

странственных экспериментальных данных, стимули

руя их получение. 

Выразим поле на поверхности Земли через поле на 

выходе из ионосферы дифракционным интегралом 
Кирхгофа. При этом будем исходить из формулы 
Грина, связывающей комплексную амплитуду поля 

U(r) в точке r = (х, у, z) внутри области, ограничен
ной поверхностью S , с амплитудой на границе и: 

1 f ( ди дG) U(r) = - G- - и- dS. 
47r дп дп 

(1) 

s 

Здесь G - функция Грина, а символ д / дп означает 
дифференцирование по направлению внешней нор
мали n к S. 

Введем прямоугольную систему координат с на

чалом, расположенным на выходе из ионосферы, и 
осью z, направленной вертикально вниз. В нашей 
задаче поверхностью S является плоскость, разде
ляющая ионосферу и свободное пространство, за
мкнутая полусферой бесконечно большого радиу
са. Если задать на плоскости z = О само поле 

и(х, у) = и(х, у, z = О) и взять функцию Грина в 
виде [3] 

G = exp(ikR) 
R 

где R = J(x-~)2+(y-17)2+(z-() 2 , Ri = 

= J(x - ~)2 +(у - 17)2 + (z + ()2, то остается ин
тегрирование только по плоскости z = О , и, кроме 
того, формула (1) становится одночленной. Таким 
образом, имеем в полупространстве z ) О 

СХ) СХ) 

И( ) = _!_ ! ! (с )!!____ exp(ikR) dcd17. x,y,z 27r и .,,,17 д( R "' 
-СХ) -СХ) (=0 

(2) 
Ограничиваясь пространственной эргодичностью, 

утверждают, что для статистически-однородных 

и пространственно-эргодических случайных полей 

средние по ансамблю реализаций «совпадают» в 

смысле сходимости по вероятности (или в среднем 
квадратичном) со средними по пространству. 
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Вместо традиционной предложим другую гипо

тезу эргодичности относительно математического 

ожидания, согласно которой интегрирование ведется 

вдоль произвольной горизонтальной прямой линии 

(для определенности берем ось х ): 

L 

. 1 ! (И(х, у, z)) = И(х, у, z)L--+= = 11m - И(х, у, z) dx. 
L--+= L 

о 

(3) 
Отметим, что такое усреднение наиболее удобно для 

обработки экспериментальных данных. 
Обратимся к конечному интервалу (О, L) , где 

оценка вдоль оси х 

L 

- 1 ! И ( х, у, z) L = И L = L И ( х, у, z) dx (4) 
о 

- случайная величина. Для определения несмещен

ности и состоятельности оценки вычислим ее мате

матическое ожидание и дисперсию. 

Для математического ожидания оценки получим 

L 

(uL) = l J (U(x,y,z))dx = 

о 

L = 

= l J dx J И(х, у, z)W1(U) dU = (И(х, у, z)), 
о -СХ) 

где W1 (И) - одномерная плотность вероятности. 
Этот результат позволяет сделать утверждение о не

смещенности оценки И L . 

В предположении пространственной статистичес

кой однородности случайного поля (2) для дисперсии 
оценки (4) получим (звездочка - знак комплексного 
сопряжения) 

L L 

<r
2 ~ ( ~2 f f [И(х 1 , у, z)- (U)]x 

о о 

x[U(x 2,y,z)- (U)]'dx 1dx2 ) ~ (5) 

L L 

= ; 2 J J Вz(Лх, О, O)dx1dx2, Лх = Х2 - Х1. 
о о 

Под знаком интеграла стоит поперечная автокор

реляционная функция комплексной амплитуды поля 
дляz/::-0. 

Для вычисления этой автокорреляционной функ
ции преобразуем выражение комплексной амплиту

ды (2), используя разложение для z) О [4]: 

exp(ikr) i !! dqzdq --- = - exp[i(qxx + qyy + qzz)] У+ 
r 2~ qz 

1 !! [~~y<k
2 

. / ] dqxdq + 2~ ехр i(qxx + qyy) - zy q;,y-k2 
2 

-Yk
2

, 

q~y>k2 V qxy 

После преобразования для комплексной амплитуды 

при qx = ka, qy = k/3 получим 

СХ) СХ) 

И(х, у, z) = 
4
: 2 J J d~d"lu(~, "!) х 

-c:xJ-c:xJ 

Х { !! ехр {;k[ А+ zV 1 - а2 
- /32

] }dad/3+ 

a2+,tP<l 

+ f f ехр { ikA - zV а2 +/32 
- 1 }dad/)}, 

a2+f32>1 

Взяв эту формулу, находим корреляционную функ
цию, входящую в (5): 

c:xJ c:xJ c:xJ c:xJ 

Вz(Лх,0,0)= ( 2~)
4 J J J J d6d"11d6d"12BoX 

-c:xJ-c:xJ-c:xJ -c:xJ 

х { !! !! da1d/31da2d/32X 

c:<l "Y<l 

х ехр { ik [s + z .L (-l)H1 J1 - а] - ;з;] }+ 
J=l,2 

+ J J J J da1df31da2d/32X 
c:>l "Y<l 

х ехр { ik [s -zJ1 - а~ - /3~] - kzJ ai + /Зi - 1 }+ 
+ J J J J da1df31da2d/32X 

c:<l "Y>l 

х ехр { ik [s + zJ1 - ai - /Зi] - kzJ а~+ /3~ - 1 }+ 

+ J J J J da1df31da2d/32X 

х ехр { ikS - kz iE J aj +/ЗJ} } ~ 
= ( 2k~) \А1 + А2 +Аз+ А4), 

j=l,2 

2 /32 € = а.1 + 1, 2 /32 1 = а.2 + 2, 

j=l,2 

В это выражение входит автокорреляционная 

функция на выходе из ионосферы ( z = О) в предпо-
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ложении пространственной статистической однород

ности: 

Во= Ва(6 - 6, Т/2 - Т/1, О)= 

= (И(6, Т/1, z = О)И*(6, Т/2, z =О))

-(И(6, Т/1, z = О))(И*(6, Т/2, z =О)). 

При вычислении А1 изменим порядок интег

рирования и заменим переменные: 6 - 6 = ~, 

( 6 + 6) /2 =~о, Т/2 - Т/1 = Т/, ( Т/2 + Т/1) /2 = Т/о. Тогда 

Al = J J J J da1df31da2d/32X 

c:<l "Y<l 

Х ехр { ik [ а1х1 - а2х2 + у(/31 - /32)+ 

+ ( zJ1 -ai - /Зi - J1 -а~ - /3~)]} Х 
СХ) СХ) 

х J J d~dТJBo(~,ТJ,O)x 
-c:xJ -c:xJ 

х ехр { ik(~a2; а1 + Т//32; /31)} х 
СХ) СХ) 

Х J d~aexp{ik~o(a2-a1)} J dТJaexp{ikТJo(/32-/31)} = 
-c:xJ -c:xJ 

= (
2
;)

4 

// !! da1df31da2d/32X 

c:<l "Y<l 

Х ехр { ik [ а1х1 - а2х2 + у(/31 - /32)+ 

+ ( zJ1 -ai - /Зi - J1 -а~ - /3~)]} Х 
( 

а1 + а2 /31 + /32) 
хФ - k 

2 
, -k 

2 
д(а2 - а1)д(/32 - /31) = 

= ( 4~
2

) 2 !! dadfЗexp{-ikaЛx}Ф(ka,k/3), 
rp2<1 

<р2 = а2 + /32. 

При получении этого выражения использованы свой

ства д -функции [ 5]. Кроме того, введен пространст
венный спектр мощности, связанный фурье-преобра
зованием с автокорреляционной функцией на выходе 
из ионосферы: 

СХ) СХ) 

= 
4

: 2 J J d~dТJBo(~, Тf, О) exp{-i(k~~ + k11 ТJ)}. 
-c:xJ-c:xJ 

Вычисляя А2 , Аз, А4 по схеме вычисления А1 , по

лучим 

(
47r2)2 

А2 =О, Аз= О, А4 = k х 

х J J dad/3 ехр {- ikaЛx - 2kzN--=-i}Ф(ka, k/3). 

rp2>1 

В итоге имеем 

Вz(Лх, О, О)= k2 J J dadfЗexp{-ikaЛx}Ф(ka, k/3)+ 

'Р2<1 

+k2 J J dadfЗexp {-ikaЛx - 2kzv;ч}Ф(ka, k/3). 

'Р2>1 

Подставим это выражение в (5) и изменим поря
док интегрирования. Заменой переменных ~ = х 2 -
х 1 , Т/ = х 1 и интегрированием по Т/ приходим к 

выражению 

~' ~ ~: [ !! dadf3 Ф(kа, kf3) + 
'Р2 <1 

+ !! dadf3 Ф( ka, kf3) ехр {-2kzN--=-i}] х 
'Р2>1 

L L 

Х J d~(1-f)coska~< 2~2

Фm J d~(1-f)x 
о о 

х [ !! dadf3 со' kaU 

rp2<1 

+ J J dadf3 ехр {-2kzv;ч} со' ka<] ~ ! 1 + ! 2 , 

rp2>1 

(6) 
где Фm = Фm(kam, k/Зm) - максимальное значение 
пространственного спектра. 

Рассмотрим первое слагаемое (!1 ). Во внутреннем 

интеграле сделаем замену переменных а = р sin <р, 
/3 = pcos<p, О< р < 1, -?r < <р < 7r. Тогда 

1 7r 

J J dad/3 cos ka~ = J J dpd<p р cos( k~p sin <р) = 

а2 +,tJ2<1 О -7r 

1 7r 1 

= J dp р J d<p cos(k~p sin<p) = 7r J dp pJo(k~p) 
о -7С о 

с учетом выражения для функции Бесселя J0 (k~p) [6]. 
Так как при L ---+ оо [7] 

L = 

1~~1 (i-f)t(~)d~= ! f(~)d~, (7) 
о о 

то после интегрирования имеем: 
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Для второго слагаемого (!2 ) в ( 6), действуя ана
логично, получим 

J J dcxdjЗ ехр { - 2kzJ <р 2 - 1} cos( kcx~) = 

rp2>1 
СХ) 

= 7r J dp рехр { - 2kz~}Jo(k~p). 
1 

Тогда, применяя при вычислении формулу (7), при
ходим к результату: 

СХ) 

12 = 
2~7r Фm J dpexp{-2kz~} = 

1 

_ k?r ~(- )mГ(m + 3/2)Г(m + 1/2) 
- 2L Фm ~ 1 (kz)2m+2 . 

о 

Здесь после замены переменной р = ch 'ljJ использо
вано известное [8] выражение: 

СХ) J shфexp{-pshф} dф = 

о 

= __!_ ~(-l)mГ(m + 3/2)Г(m + 1/2). 
27r ~ (p/2)2m+2 

о 

Так как в условиях рассматриваемой задачи kz ~ 1, 
то, взяв нулевое приближение суммы ряда, находим: 

Вычисленные 11 , 12 подставим в (6) и получим 

Рассматривая полученный результат при L ---+ оо, 
kz ~ 1 и учитывая ограниченность пространствен
ного спектра мощности Ф(kсх, k/3) < оо, можно кон
статировать состоятельность оценки (4) математи
ческого ожидания поля (2), т. е. 

lim ст 2 < lim 
2

7rk Фm(kcxm, k/Зm) (1 + -( l )
2
)---+ О. 

L---+= L---+= L 2kz 

Следовательно, несмещенность и состоятельность 

оценки математического ожидания позволяют счи-

тать доказанной гипотезу эргодичности (3), согласно 
которой интегрирование ведется вдоль горизонталь

ной прямой линии произвольного направления. От

метим, что решение задачи выполнено при наложе

нии физически оправданных предположений: 1. Слу
чайное поле в свободном пространстве (2) простран
ственно статистически однородно. 2. Автокорреляци
онная функция В0 ( 6 - 6, Тf2 - Т/l, О) комплексной ам
плитуды поля на выходе из ионосферы (на плоскости 
z = О) является пространственно статистически одно
родной. 3. Свободное пространство от ионосферы до 
Земли велико: kz ~ 1. 

Таким образом, при распространении волн в сво

бодном пространстве от ионосферы до Земли комп
лексная амплитуда поля остается эргодической от

носительно математического ожидания в понима

нии (3). Ввиду этого статистическое среднее значение 
комплексной амплитуды поля может быть вычислено 

путем усреднения вдоль произвольной прямой го

ризонтальной линии. Аналогичный результат может 
быть получен и для статистических моментов более 

высоких порядков, при этом очевидно существенное 

увеличение сложности соответствующих математи

ческих операций. 

В заключение укажем, что, используя основной 

результат работы, пространственные статистические 

характеристики поля в свободном пространстве при 

наличии в ионосфере дрейфа неоднородностей иони
зации с постоянной скоростью V = const можно 
получить путем измерения временных средних. При 

V #- const это не представляется возможным. 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 

98-02-16834). 
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