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где / - постоянная Эйлера. Подставляя (6) в (5) и 
рассматривая полученное соотношение как квадрат­

ное уравнение относительно т, потребуем неотрица­

тельности его дискриминанта. В результате получим 

условия на параметр µ9 , имеющие следующий вид: 

(7) 

(8) 

где 

А= 567rз а µ~ 
s6 (ln(47rЛ2/ µ2) + 87r2 /2 + 1/2 -1) 

R 

27r 2 32 
В= 

380 
7r 2 ln(µ9 / Л)(ln(µ9 / А)+ 1/6)-

R 

(32/7r 2
) ln(µ9 / Л)(ln(µ9 / А)+ 1/6)µ~. 

Неравенство (8) приводит к нефизическим отрица­
тельным значениям µ9 , а неравенство (7) дает оценку 
снизу. Оценку сверху получим из неравенства для 

отношения глюонного и четырехкваркового конден­

сатов, полученное в [3]: 

2 27((a/7r)GG) 
-1,0 ГэВ ~ -

1
_ )

2 
~О. 
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Подставляя в это соотношение (6), получаем оцен­
ку сверху для µ9 . Используя связь µ9 и µq, оконча-
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тельно получаем следующую оценку для массы кон­

ституентного кварка: 

287 МэВ ~ µq ~ 963 МэВ. 

Полученный результат хорошо согласуется с дру­

гими имеющимися оценками [1, 8, 9]. В работе [6] 
была предложена модель, объединяющая пертурба­

тивную КХД с низкоэнергетической феноменологи­
ей. Гамильтониан модели был получен в результа­

те итерационной процедуры, основанной на ренорм­

групповом анализе. Однако, как отмечают сами ав­

торы, величина массы конституентного кварка в их 

подходе оказывается заниженной (µq = 100 МэВ). 
В настоящей работе показано, что учет ренормгруп­

пы в рамках конечно-энергетических правил сумм не 

приводит к заниженным значениям массы конститу­

ентного кварка. 
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О БИСТАБИЛЬНОСТИ СИНХРОННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
В ОСЦИЛЛЯТОРЕ ВАН ДЕР ПОЛЯ 

П. В. Е.лютин 

(кафедра квантовой радиофизики) 

Для синхронных колебаний осциллятора Ван дер Поля под действием гармонической силы 

исследована (аналитически и численно) область б111стабильности, в которой при заданном значении 

параметров внешней силы могут существовать два устойчивых периодических решения с различными 

параметрами. 

Движение осциллятора Ван дер Поля под дейст­

вием гармонической внешней силы описывается в 

безразмерных переменных уравнением 

х - ax(l - х 2 ) + х = Fcoswt. 

Задача об устойчивости синхронных (имеющих час­
тоту внешнего поля w) колебаний в этой модели 

при малых значениях параметра (а ~ 1) была ре­
шена Андроновым и Виттом еще в 1930 г. [1, 2]. 
В своей пионерской работе эти авторы отметили 
наличие у уравнения (1) области бистабильности, в 
которой «существует одновременно два устойчивых 

периодических решения» [2, с. 64], но отказались от 
ее рассмотрения. 
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Хотя и сама задача, и предложенный в работе [1] 
метод ее решения, основанный на уравнениях для 

медленно меняющихся амплитуд, вошли в стандарт 

учебного курса теории колебаний [3, 4], утверждение 
о бистабильности синхронных колебаний, которое 

еще можно отыскать в старых книгах [5], осталось 
без внимания и со временем было забыто настолько, 
что стало отрицаться [6]. Цель настоящей заметки -
заполнить оставленный Андроновым и Виттом про­
бел. 

Переход к медленным переменным хорошо из­

вестен [1-6], поэтому перейдем сразу к интересую­
щим нас уравнениям. Значения амплитуды синхрон­

ных колебаний при заданных значениях параметров 

а ~ 1 , F и (J) определяются точками на резонансной 

кривой, заданной уравнением 

(1) 

где z - квадрат амплитуды колебаний, а Л и f обо­
значают приведенные значения расстройки частоты 

и силы: 

(J) - 1 
Л---- , 

а 

f= F. 
а 

Устойчивыми являются колебания, которым соот­

ветствуют участки резонансной кривой, лежащие в 

полупространстве z > 2 вне эллипса, заданного урав-
нением 

4Л 2 + ( 1 - l z) ( 1 -1 z) = О. (2) 

Поскольку уравнения (1) и (2) не изменяются при 
изменении знака Л , в дальнейшем мы говорим о 
ветви Л > О без ограничения общности. 

Нижней по частоте границе бистабильности соот­

ветствует пересечение резонансной кривой (1), пря­
мой z = 2 и эллипса (2) в одной точке а: 

1 
Ла = 4' fa = 1. 

При этом значении силы f внешняя граница 

области синхронизации определяется пересечением 

резонансной кривой (1) и эллипса (2) в обла­

сти z > 8/3 и соответствует значению расстрой­
ки Л+ ~ [(223 - V2§)/3200]11 2 = 0,261, превышаю­
щей Лс. Следовательно, точка а лежит внутри по­

лосы синхронизации. 

Верхней частотной границе бистабильности соот­
ветствует касание резонансной кривой и эллипса (2) 
в точке Ь: 

1 
Ль= ;:;--;) = 0,289, 

v12 

(32 
fь =у 27 = 1,089. 

При этом значении силы внешняя граница области 

синхронизации определяется пересечением резонанс­

ной кривой (1) и прямой z = 2 и соответствует зна-
чению расстройки Л+ = (37 /432) 112 = 0,293, превы­
шающей Ль. Следовательно, точка Ь лежит внутри 
полосы синхронизации. 

Наконец, третья характерная точка с соответству­

ет значению приведенной силы f, при котором точки 
пересечения резонансной кривой с прямой z = 2 и с 
эллипсом (2) в области z > 8/3 имеют одинаковые 
значения Л. Точка с лежит на границе полосы син­

хронизации; ее параметры можно определить числен­

но: 

Лс = 0,279, fc = 1,061. 

Область бистабильности на плоскости параметров 

( Л, f) имеет вид криволинейного треугольника с 

вершинами в точках а, Ь и с. Вид границ обла­

сти синхронизации и области бистабильности, най­

денный путем численного решения алгебраических 

уравнений, изображен на рис. 1. Область синхрони­
зации лежит слева от показанных линий. Область 

бистабильности синхронных колебаний лежит внут­

ри криволинейного треугольника аЬс. Из рис. 2, где 
приведен фрагмент резонансной кривой, видно, что 
в области бистабильности альтернативные синхрон­

ные движения значительно различаются по своим 

характеристикам. Бистабильность существует в час­

тотном интервале 0,2707 < Л < 0,2717. При задан­
ной расстройке интервал значений приведенной си­

лы, в котором система бистабильна, не превосходит 
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Рис. 1. Границы области синхронизации осциллятора Ван 
дер Поля на плоскости параметров «приведенная рас­

стройка частоты Л - приведенная сила f » при поло-
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Рис. 2. Резонансная кривая зависимости амплитуды ко­

лебаний от приведенной расстройки Л для значения 
приведенной силы f = (!а+ fь)/2 = 1,0443. Устойчи­
вым колебаниям соответствуют сплошные участки кривой, 

неустойчивым - штриховые 
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3 .10-3 ; такая числовая малость чрезвычайно затруд­
няет возможность экспериментального наблюдения 

исследованного явления. 

Настоящая работа выполнена при финансовой 
поддержке Учебно-научного центра «Фундаменталь­

ная оптика и спектроскопия» (в рамках программы 
«Интеграция») и Федеральной программы по под­

держке ведущих научных школ (грант 96-15-96476). 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ ДЛЯ 
ИССЛЕДОВАНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ В ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ 

ВИССЕРА 

И. П. Денисова, А. А. Зубрило, В. Б. Тверской 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Проведено интегрирование уравнений геодезического движения для массивных и безмассовых 

частиц в гравитационных полях, создаваемых плоскими электромагнитной и скалярной волнами в 

теории гравитации Виссера. Показано, что уравнения траекторий этих частиц существенно зависят 

от массы гравитона. 

В настоящее время в научной литературе актив­

но обсуждается несколько вариантов биметрических 

теорий гравитации, использующих представления о 

массивном гравитоне. В таких теориях точные ре­

шения уравнений гравитационного поля содержат 

массу гравитона в качестве параметра. Поэтому, изу­

чая законы движения частиц в гравитационных по­

лях, можно оценить массу гравитона и выяснить, 

насколько предположение о неравенстве нулю массы 

гравитона согласуется с объективной реальностью. 

К сожалению, число найденных точных решений 

в таких теориях невелико. В частности, в рамках 

теории гравитации Виссера [1] в работе [2] найде­
но только решение, описывающее гравитационное 

поле, которое создает плоская эллиптически поля­

ризованная электромагнитная волна. В этом случае 

при использовании галилеевских координат плоско­

го фонового пространства-времени ненулевые ком­
поненты метрического тензора риманова простран­

ства-времени можно записать в виде 

goo = 1 - F(ct - z), g11 = g22 = -1, 

g33 = -1 - F(ct - z), g03 = -F(ct - z), 
(1) 

2G/i2 

F(ct - z) = -----т6[hi(ct - z) + h~(ct - z)], 
m

9
c 

где G - гравитационная постоянная, li - постоян­

ная Планка, m9 - масса гравитона, а h1 ( ct - z) и 
h2 ( ct - z) - произвольные функции от переменных 
ct-z, выбор которых означает выбор определенного 

волнового пакета и состояния поляризации электро­

магнитной волны. 

Совершенно аналогично работе [2] можно най­
ти компоненты гравитационного поля, создаваемо­

го плоской волной безмассового скалярного поля. 

В этом случае метрический тензор имеет ту же струк­

туру, что и в (1), но отличается выражением для 
функции F(ct - z): 

(2) 

где h3 ( ct - z) описывает волновой пакет безмассово­
го скалярного поля. 

Так как метрики (1) и (2) имеют одинаковый вид, 
различаясь только обозначениями, то их исследова­

ние проводится одинаково. 

Используя метод Гамильтона-Якоби, изучим гео­
дезическое движение массивных и безмассовых час­

тиц в гравитационных полях (1) и (2). Решение 

уравнений Гамильтона-Якоби для частицы, имею­

щей массу m 0 , в координатах ct, х, у и z фонового 
пространства-времени имеет вид 

ct-z 

+ ~3 ! F(~)d~, (3) 

где а1 , а2 и а3 - параметры, вводимые для разде­

ления переменных. 


