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Из приведенных рассуждений и примеров видно, 

что метод GCV нельзя использовать для решения не­
корректно поставленных задач. В случае же коррект­

ных СЛАУ необходимо исследовать область при­
менимости метода GCV. Пример 5 показывает, что 
существуют такие возмущенные системы линейных 

уравнений, для которых метод GCV дает нормальное 
псевдорешение системы (1). Но последний пример 
имеет характерную особенность: параметр регуляри­
зации а = О независимо от погрешности h. А такие 
ситуации, когда параметр а = О, часто возникают 

и при выборе параметра регуляризации другими ме­

тодами. Поэтому данный пример не характерен для 

обоснования правильности выбора параметра регу­

ляризации по методу GCV. В любом случае пример 4 
показывает несостоятельность метода GCV для кор­
ректных задач, так как при одной и той же возму­

щенной матрице можно, согласно данному методу, 

различными способами выбрать параметр регуляри­

зации так, что полученные «приближенные решения» 
находятся на конечном расстоянии друг от друга. 

Пример 3 показывает, что найденное по методу GCV 
«решение» таковым не является. 

Работа выполнена при поддержке программы 

«Университеты России - Фундаментальные иссле­

дования» (грант 4-5220) и РФФИ (грант 99-01-00447). 
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СТРУКТУРА ПОЛЯРИЗАЦИОННОГО ОПЕРАТОРА ФОТОНА 
ВО ВНЕШНЕМ НЕОДНОРОДНОМ НЕАБЕЛЕВОМ ПОЛЕ 

В. Ч. Жуковский, В. В. Худяков 

(кафедра теоретической физики) 

Рассматривается поляризационный оператор (ЛЮ) фотона во внешнем постоянном хромомагнит­

ном поле. Для случая слабого однородного хромомагнитного поля получены однопетлевые вклады 

в антисимметричную часть ПО за счет скалярных и спинорных кварков, а также индуцированная 

топологическая масса фотона. Рассмотрен ПО в случае неоднородного внешнего поля на примере 

поля инстантона. 

Введение 

Структура физического вакуума квантовой хро­
модинамики (КХД) во многом определяется нали­

чием кваркового и глюонного конденсатов, (if_q) и 
((aJтr)G~vG~v) соответственно [1]. Неабелевы ка­
либровочные поля, описывающие глюоны, обладают 

нетривиальными топологическими свойствами. Кон­

денсат может быть выбран в виде таких классичес­

ких решений уравнений калибровочного поля, как 

монополи и инстантоны [2]. На фоне подобных по­
лей поведение взаимодействующих кварков и глю-

онов является существенно непертурбативным [3]. 
В (2+1)-мерном аналоге КХД учет радиационных по­

правок индуцирует топологический член Черна-Сай­

монса, что сопровождается появлением массы кали­

бровочного поля, не нарушающей калибровочную 

инвариантность теории (этот процесс альтернативен 

по отношению к механизму спонтанного наруше­

ния симметрии [ 4]). Индуцированная топологическая 
масса играет важную роль в регуляризации инфра­

красных расходимостей многопетлевых диаграмм [5]. 
Появление антисимметричной части ПО означает 
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возникновение анизотропии пространства, проявля­

ющейся при распространении электромагнитного по­

ля. К этому эффекту в (3+1)-мерной теории может 
приводить наличие конденсата калибровочного по­

ля [6]. 
В однопетлевом приближении вклад скалярных 

кварков в ПО на фоне неабелевого конденсата был 
вычислен в работе [7]. Для спинорных кварков бы­
ла определена индуцируемая слабым внешним по­

лем топологическая масса фотона [8]. В настоя­
щей работе приведены выражения для вклада ска­

лярных и спинорных кварков в антисимметричную 

часть ПО в низшем порядке разложения по слабому 

внешнему однородному полю, вычисленные в рамках 

SU(2) модели КХД [9]. Рассматривается ПО на фоне 
инстантона и обсуждается влияние неоднородности 
внешнего поля на вид ПО. 

1. Вклад скалярных кварков 

Воспользуемся моделью кварков, описываемых 

скалярным полем ф( х) = фата в фундаментальном 
представлении, которое взаимодействует с электро­

магнитным полем Аµ ( х) и неабелевым калибровоч­
ным полем Аµ= А~та в группе SU(2). Поле Аµ в 
дальнейшем будем называть полем глюонов. Пред­

полагая наличие глюонного конденсата Аµ, прене­

брежем на его фоне квантовыми флуктуациями ка­
либровочного поля. Лагранжиан системы имеет вид 

Здесь Fµv = дµАv - дvАµ - тензор электромагнит­

ного поля и 1µ = iф+(Dµф) - i(Dµф)+ф - электро­
магнитный ток скалярных кварков в поле глюонного 

конденсата, Dµ = дµ - iAµ. Рассмотрим глюонный 
конденсат в виде однородного хромомагнитного по­

ля, предполагая, что вектор-потенциал не зависит от 

координат и [Аµ, Av] = iGµv [10]. Тогда уравнение 
для скалярной функции Грина (Р2 - m 2 )G(p) = 1 
имеет решение [7] 

G(p) = (р2 
- m 2 + У/4 - 2рµАµ) х 

х [(р2 - m
2 + У/4) 2 

- Pµ<pµvPv Г1 , 
(1) 

где введены обозначения· Р = iD уаЬ = Аа AЬgµv . µ µ' µ v ' 
у = уаа и = А а А а gµv - метрический тензор в 

'тµv µv' 
пространстве Минковского. 

Антисимметричная часть ПО, П~v(q, q'), в одно­
петлевом приближении записывается следующим об­

разом: 

п~v(q, q') = -4ie2д4 (q + q') х 

х ! d4p tr [PµG(p - q/2)PvG(p + q/2) - (µ +-+ v)], 

(2) 
где q - это 4-импульс фотона. След в (2) вклю­
чает также суммирование по цветовым индексам. 
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Наличие в (2) д -функции - прямое следствие 
трансляционной инвариантности фонового потенци­
ала Аµ. Учитывая диагональность ПО по импуль­

су, в дальнейшем будем использовать обозначение 

Пµv(q, q') = (27r)4J(q + q')Пµv(q). В случае слабого 
внешнего поля можно разложить функцию Грина 
G(p), определенную соотношением (1), в ряд посте­
пеням Аµ. Из (1) и (2) видно, что П~v(q) зависит 
только от трех размерных параметров: А~, qµ и m. 
Принимая во внимание ковариантность и попереч­

ность ПО, заключаем, что в антисимметричную часть 

ПО, П~v' должны давать вклад третья, пятая и более 
высокие нечетные степени потенциала поля конден­

сата Аµ. 

Диаграмма Фейнмана ПО фотона, соответствующая по­

рядку О(А3 ) разложения по потенциалу внешнего поля 

Подставляя (1) в (2) и вычисляя след, получим 
разложение в ряд по степеням Аµ для ПО. Как по­

казывают вычисления, член порядка О(А3 ) в разло­
жении П~v тождественно равен нулю. Соответствую­
щая диаграмма Фейнмана представлена на рисунке, 

на котором волнистые линии соответствуют электро­

магнитному полю, пунктирные - внешнему неабеле­
вому полю, а сплошные - полю скалярных кварков. 

Первым неисчезающим приближением будет О (А 5 ). 

Для сферически симметричной конфигурации внеш-

него хромомагнитного поля Af = Ддf , Ag = О име­
ем У= -3Л, (Aq) 2 = (q) 2 Л. Пренебрегая высшими 
степенями внешнего поля, в результате получаем 

i7r2e2 ,\5/2 

П~ь(q) = (27r)4m4 Еаьсqспа, а, ь = {1, 2, 3}, п~µ =о, 

па= _ __!_ 1 х 
96 r 7 v1!=Т2(r2 - 1)2 

х [ 16r8 
- 28r6 + (24Е2 + 9)r4 - 36E2r 2 + 15Е2 J х 

х arctg(r/v1!=Т2) -

1 6r6 
- (9 + 8E2)r4 + 26E2r 2 

- 15Е2 

96 r6 (r 2 - 1) 2 
(3) 

где r 2 qµqµ /(4m2
) и Е = q0 /(2m). Последняя 

формула (3) справедлива при О ~ r 2 ~ 1. Пред­
положение о наличии у массы кварка малой мни­

мой добавки m 2 ---+ m 2 - iE, задающей обход по­
люсов при интегрировании, позволяет аналитически 

продолжить (3) в область произвольного действи­
тельного r 2 • Представим антисимметричную часть 

ПО в виде П~v = ieµva4
1'fia(q2

). Конечный предел 
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:fi:a(q2
) #- О при r = О означает наличие индуциро­

ванной топологической массы фотона 

. _ · - а( 2) _ 1 е 2 
5/2 Bшd- l1mП q - --2 4Л . 

q-+O 967r m 

При r = 1 ПО имеет неинтегрируемую особен­
ность. Результат, полученный в первом порядке раз­

ложения при r 2 ---+ -оо, совпадает со значением, най­
денным в статье [7]. 

2. Вклад спинорных кварков 

Рассмотрим спинорное поле кварков 'lj;(x) в рам­
ках той же модели, что и в предыдущем разделе. Ла­

гранжиан взаимодействия 'ljJ ( х) с электромагнитным 
полем Аµ ( х) на фоне хромомагнитного поля имеет 
вид 

где Dµ = дµ - iAµ и 1µ = 1/J/µ1/J· В этом случае ПО 
в импульсном представлении 

Пµv(q, q') = ie 2д4 (q + q') Х 

Х J d4
ptr [1µS(p+ ~)/vS(p- ~)] 

(4) 

выражается через функцию Грина спинорных квар­

ков во внешнем поле S(p) = (1Р - m)-1
. Вычис­

лим в однопетлевом приближении вклад в п~v ( q, q') 
спинорных кварков 'ljJ ( х) по аналогии с тем, как 
это было сделано для скалярных кварков. Антисим­
метризуем (4) по индексам µ, v и подставим в него 
разложение S (р) в ряд по слабому внешнему полю 
Аµ. В отличие от скалярного случая здесь главный 

вклад в ПО (4) дают слагаемые порядка О(А3 ). Этот 
вклад пропорционален спиновой матрице (Т µv· 

Напомним, что в чистой электродинамике, соглас­

но теореме Фарри, диаграммы, содержащие хотя бы 

одну спинорную петлю с нечетным числом звень­

ев, взаимно компенсируются. В нашем случае это 

утверждение неверно, так как в теории присутству­

ет некоммутативное внешнее поле. Вычисляя след 

по спинорным и цветовым индексам, после интег­

рирования по импульсу получим антисимметричную 

часть ПО в явном виде: 

. 2 2 

па ( ) Z7r е аЬсАаАЬ (Ас )Па 
µv q = ( )4 2 С: µ v q ' 27r m 

а arctg(r/~)(2 - 9r2 + 6r4) (r 2 
- 2) 

п -- --~-~-
- 2rЗ(l - r2)З/2 2r2(1 - r 2 ) • 

В случае сферически симметричного потенциала 
имеем: 

i7r2e2 лз/2 
П~ь(q) = (27r)4m2 С:аьсqсПа, 

а, ь, с= {1, 2, 3}, п~µ =о. 

Предел П~v(О), приводящий к топологической массе 
фотона 

. - 5 е2 з/2 
Вшd- --2 -2.\. , 

247r m 

совпадает со значением, полученным в работах [8]. 
Антисимметричная часть ПО в силу своей тензор­
ной структуры поперечна (ее свертка с 4-импульсом 

фотона тождественно обращается в нуль). 

3. Вычисление ПО на фоне инстантона 

Вернемся к скалярной модели кварков, но в ка­

честве внешнего поля выберем инстантонное реше­

ние уравнений калибровочного поля: 

Аа Xv 
µ = 2Тfaµv 2 + 2 ' 

х р 

_ {C:aµv; µ, V = 1, 2, 3, 
Т/аµv - -' · µ - 4· -' · V - 4 -oav, - ' Оаµ, - · 

Функция Грина скалярных кварков на фоне неод­
нородного поля не обладает трансляционной инва­

риантностью и, следовательно, зависит от двух пе­

ременных: G(k, k'). То же справедливо и для ПО, 
который в этом случае недиагонален по импульсу 

(см. (2)). Не вдаваясь в подробные вычисления, от­
метим, что функция Грина теперь не имеет явного 
представления (как, например, в случае однородно­

го поля, см. (1)), но при разложении по степеням 
слабого поля (при больших р) представляется в ви­

де суммы многократных интегралов по 4-импульсу 

G(k,k')=Ga+G1+G2+ ... ,где 

G _ -(27r)4д(k + k') 
о- (k2+m2) , 

(k - k')µAµ(k + k') 
G1 = (k2 + m2)(k'2 + m2), 

(5) 
G -/ d

4
q A,(k + q)Af3(k' - q) х 

2 - (27r)4 (k2 + m2)(k'2 + m2) 

Х [- gaf3 + (k - q)a(k' + q)f3] . 
4 q2 + m2 

Раскрывая Т-произведение в определении ПО 

и используя разложение функции Грина (5), получим 
соответствующее разложение по степеням внешнего 

поля. Непосредственные вычисления дают следующее 

выражение для ПО в порядке О(А2 ): 

пШ(q, q') = ie2 (tiдµv + t2(qµq~ + qvq~) + 

+ fз(qµq~ - qvq~) + f4€µvaMaq~) · 
(6) 

Коэффициенты fп = fп(q2 , q'2, qq', р) представляют­
ся в виде многократных интегралов, которые не уда­

ется вычислить точно из-за их громоздкости. Одна­
ко можно проанализировать общую структуру этих 
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коэффициентов. Так, например, в пределе m = О, 
qp ~ 1, q'p ~ 1 имеем: 

fп(q2, q'2, qq', р) ~ fп(q2, q'2, qq', р) Х 

Х ехр (-pJC1nq2 + C2nqq' + Сзпq'2) , 

где f п является некоторой степенной функцией сво­
их аргументов. Для моделирования физического ва­
куума необходимо провести суммирование по раз­

мерам, положениям центров, ориентациям и плот­

ности распределения инстантонов. Таким образом, 

степенное убывание потенциала инстантона приво­

дит к экспоненциальному убыванию ПО с ростом 

импульса. Наличие экспоненциального члена в ПО 

является следствием чисто мнимых полюсов в про­

пагаторе кварка, что подробно обсуждается в рабо­

те [11]. Вклад спинорных кварков в ПО в координат­
ном представлении был вычислен в работе [12], там 
же получено импульсное представление усредненного 

ПО (см. также [13]). Антисимметричная часть ПО 
при усреднении, очевидно, исчезает. 

Заключение 

Наличие антисимметричной части ПО в рассмот­

ренной модели означает, что внешнее неабелево цве­

товое поле приводит к анизотропии пространства [6]. 
Недавние астрофизические наблюдения [ 14] указы -
вают на то, что вращение плоскости поляризации 

электромагнитного излучения удаленных объектов 

не объясняется одним лишь эффектом Фарадея. Мож­
но предположить, что определенный вклад вносят 

наличие конденсата и связанная с ним нетривиальная 

топологическая структура вакуума. 

Из (6) следует, что в случае неоднородного внеш­
него поля антисимметричная часть ПО возникает 

уже в порядке О(А2 ), в отличие от однородного кон­
денсата [8], где она имеет порядок О(А3 ) благодаря 
неабелевой структуре потенциала Аµ. 
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Работа выполнена в рамках совместного проек­

та физического факультета МГУ и Немецкого науч­
но-исследовательского общества (грант DFG 436 RUS 
113/477). 
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