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РАДИОФИЗИКА 

УДК 517.958:621.372.823 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОСТОЯННЫХ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН 
ПЛОСКОГО ГРАДИЕНТНОГО ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ВОЛНОВОДА С ИМПЕДАНСНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

В. В. Коншенко, В. П. Моденов 

(кафедра математики) 

Ортогональным методом Галеркина проведен расчет постоянных распространения электромагнит

ных волн плоского волновода с импедансной границей и с переменным диэлектрическим заполнением. 

Показана эффективность метода путем сравнения с решением дисперсионного уравнения. 

Постоянная распространения является одной из 

важнейших характеристик волноведущих электроди

намических устройств. Поэтому разработке методов 
ее расчета уделяется повышенное внимание. В осно

ве многих методов лежит решение трансцендентно

го уравнения, что для сложных волноведущих сис

тем связано с определенными трудностями. Поэто

му весьма перспективным оказывается использова

ние различных проекционных методов [1, 2]. В на
стоящей работе применяется ортогональный метод 

Галеркина [3], в котором используется разложение 
по собственным функциям задачи Штурма-Лиувилля 
с несамосопряженным граничным условием третье

го рода и вычисление соответствующих собственных 

значений дифференциально-параметрическим мето
дом [4, 5]. 

Рассмотрим плоский волновод, ограниченный 

двумя параллельными плоскостями х = О и х = а. 

Плоскость х = О считаем идеально проводящей, а 

плоскость х = а - сверхпроводящей, определяемой 

поверхностным импедансом Zs. Ось z направим в 
направлении распространения волны. 

Заполнение внутри волновода считаем однород

ным вдоль оси z и характеризующимся диэлектри
ческой проницаемостью е ( х) , которая в общем слу
чае является комплекснозначной функцией. Поля пе
риодически меняются со временем по закону е -iwt . 

Рассмотрим случай Н -волн. Выражая компонен

ты векторов электромагнитного поля через компо

ненту Еу(х, z) = и(х, z), приходим к скалярной за
даче. 

Краевая задача заключается в нахождении реше

ния уравнения Гельмгольца с переменным коэффи
циентом 

Ли(х, z) + k2e(x )и(х, z) =О 

в полосе (О < х < а, -оо < z < +оо), для которого 
заданы граничное условие первого рода на нижней 

границе полосы: 

иl =0 
х=О 

и несамосопряженное условие третьего рода на верх

ней границе этой полосы: 

ди 1 а-8 +и =0, 
Х х=а 

где а= iZs/k - приведенный импеданс, lal ~ 1. 
Решение данной задачи проводится ортогональ

ным методом Галеркина. Приближенное решение 

ищется в виде конечного разложения 

N 

UN (х, z) = L Сп ei"fnZ Хп(х ), 
п=l 

где Сп - неизвестные коэффициенты, /п - ис
комые постоянные распространения, Хп - собст

венные функции задачи Штурма-Лиувилля со слабо 
несамосопряженным ( 1а1 ~ 1) граничным условием 
третьего рода: 

{ Х:;(х) + Л7~Хп(х) =О, х Е (О, а), 
Хп(О) =О, аХ~(а) + Хп(а) =О 

Лп - собственные значения. 

(Rea >О), 

При условии lal ~ 1 спектр собственных значе
ний невырожден. Комплекснозначные собственные 

функции Хп ( х) = sin АпХ ортогональны в комплекс
ном пространстве L2 (0, а) с псевдоскалярным произ
ведением и образуют базис [4], квадрат псевдонормы 

llx 11
2 а(l+а+а2 Л~) 

отличен от нуля и равен п = 2 (1+а2л~) . 

Для нахождения собственных значений, используя 

дифференциально-параметрический метод (ДП-ме
тод [5]), приходим к задаче Коши: 

1 +а+ а2 л;' 
Апl = mr (п = 1, 2, ".). 

а=О а 

При lal ~ 1, разлагая собственные значения Лп в 
окрестности а = О , получаем для них приближенные 
аналитические выражения: 

Ап~Ап +-- ·а=- 1--. 
1 

dЛпl n7r( а) 
а=О da а=О а а 
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Далее, для того чтобы uN ( х, z) было прибли
женным решением рассматриваемой краевой задачи, 

необходимо выполнение соотношения 

а J (Ли+ k2e(x )u)Xm(x) dx =О. 
о 

В силу ортогональности собственных функций 

-7;;,С= ~ t, ( л;;,&=n -
- 11 ;~ll' j ф)Хп(х)Х=(х) dx )сп~ О. 

о 

Таким образом, для расчета постоянных распро

странения получена задача на собственные значения: 

АС=АС, 

где С - столбец неопределенных коэффициентов 
размерности N, А - заданная матрица размером 

N х N, а А = -12 - столбец искомых собственных 
значений. 

В случае слоистого заполнения (однородный слой 

с диэлектрической проницаемостью е 1 , заполняю

щий волновод вдоль оси х от О до d) проводилось 
сравнение с решением дисперсионного уравнения. 

Дисперсионное уравнение записывалось в виде ра

венства нулю определителя третьего порядка: 

Л= 

av cos va+ sin va -av sin va+ cos va О 

vcosvd -vsinvd -wcoswd =О, 
sinvd cosvd - sin wd 

где v = Jk2e0 - 1 2 , w = Jk2e 1 - 1 2 . 

Данное дисперсионное уравнение решалось ите

рационным методом Ньютона-Рафсона. На первом 
шаге рассматривалось начальное приближение для 

N 1'1 1'2 

5 5,9021+1,0247. 10-1 i 3,7438 + 1,5848 · 10-6 i 
10 5,9045 + 5,4978 · 10-8 i 3,7619 + 1,3304 · 10-6 i 
15 5,9048 + 6,7280 · 10-8 i 3,7636 + 1,4073 · 10-6 i 
20 5,9048 + 6,8081 . 10-8 i 3,7639 + 1,4091. lQ-6 i 
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пустого волновода: е 1 = е0 , задавался шаг Ле и осу

ществлялся поиск решения/ при е 1 = е0 + Ле, при
чем в качестве начального приближения использова

лись постоянные распространения для пустого вол-

новода ( /п = Jk2e0 - Л;;_). Если выполнялось усло
вие сходимости метода, на следующем шаге рассмат

ривалось приближение е 1 = е0 + 2Ле и в качестве 
начального приближения использовалось решение на 

предыдущем шаге. В противном случае шаг по е 1 
уменьшался. Далее процедура последовательно про

должалась. 

Численное сравнение двух методов проводи

лось для волновода (а = 15 мм) со слоем из 

поликора (е = 9,6, d = 0,2 мм) и импеданс

ной стенкой из сверхпроводника УВСО (импеданс 

Zs = 0,004 + 0,003i Ом на частоте f = 10 ГГц). 
В табл. 1 приведены значения постоянных распро

странения при данных параметрах волновода, вы

численные ортогональным методом Галеркина и по

лученные путем решения дисперсионного уравнения. 

Наблюдается совпадение результатов с высокой точ

ностью. 

Таблица 1 

Постоянные Метод Ньютона Метод Галеркина 
распространения 

1'1 1,0181+1,0071·10-5 i 1,0215 + 1,0015 · 10-5 i 

1'2 1,5038. 10-5 + 3,1802i 1,5042 .10-5 +3,1778i 

/'З 2,1582. 10-5 + 5,5127i 2,1590. 10-5 + 5,5112i 

В табл. 2 приведены значения постоянных распро
странения, вычисленные при различных значениях N 
(d = 1 мм). 

Таким образом, численный эксперимент показал 

как хорошую внутреннюю сходимость ортогональ

ного метода Галеркина, так и совпадение с высо

кой точностью полученных этим методом числен

ных результатов с решением дисперсионного урав

нения. Это позволяет сделать вывод о возможности 

эффективного использования ортогонального метода 
Галеркина для расчета импедансных волноводов с 

диэлектрическим или иным заполнением. 

Таблица 2 

/'З 1'4 

1,8061 . 10-5 + 3, 7867i 3,3932 . 10-5 + 6,4134i 
1,8130 .10-5 + 3,7547i 3,4033. 10-5 + 6,4077i 
1,8195 . 10-5 + 3, 7532i 3,4053 . 10-5 + 6,4072i 
1,8187 · 10-5 + 3, 7529i 3,4057 · 10-5 + 6,4074i 
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