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ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ВЫХОДНОГО СИГНАЛА 
РЕЗОНАНСНЫХ ГРАВИТАЦИОННЫХ АНТЕНН 

А. В. Гусев 

(ГАИШ) 

Разработан оптимальный по критерию минимума среднеквадратической ошибки нелинейный ал

горитм интерполяции выходного сигнала резонансных гравитационных антенн. Проведено сравнение 

эффективности нелинейного и линейного алгоритмов оптимальной интерполяции. 

Введение 

Применение методов оптимального комплексиро

вания [1] при обработке информации в гравита
ционно-волновом эксперименте [2, 3] предполагает 
предварительное восстановление исходного непре

рывного (аналогового) выходного сигнала Е ( t) ре
зонансных гравитационных антенн (РГ А), заданного 
в цифровой (дискретной) форме. Случайный процесс 
E(t) представляет собой квадрат огибающей узко
полосного процесса на выходе оптимального фильт
ра. Фильтр согласован с отдельным гравитационным 

импульсом, начальная фаза и момент возникновения 
которого предполагаются неизвестными. 

При аналогово-цифровой обработке непрерыв
ный процесс Е ( t) подвергается дискретизации по 
времени с шагом Т. При восстановлении исходного 

аналогового выходного сигнала РГ А по дискретной 
выборке Ek = E(tk), tk = kT, влиянием слабых 
гравитационных импульсов на качество восстанов

ления можно пренебречь. Это позволяет в первом 
приближении рассматривать выходной сигнал РГ А 
как стационарный случайный процесс. 

В работе [ 4] при повторном анализе достовер
ности эффекта «гравитационно-нейтринной» корре
ляции [5] в период вспышки сверхновой СН 1987А 
указывалось на необходимость учитывать погреш

ность восстановления выходного сигнала РГ А. Для 
восстановления E(t) использовался алгоритм опти
мальной линейной интерполяции стационарных слу

чайных процессов [6]. Оптимальная линейная интер
поляция обеспечивает минимальную среднеквадрати
ческую ошибку (СКО) и оказывается оптимальной 
в «узком смысле» только при гауссовом случайном 

процессе [6]. Если для восстановления негауссового 
случайного процесса E(t) применяется алгоритм оп
тимальной нелинейной интерполяции, то СКО долж

на уменьшиться по отношению к случаю линейного 

алгоритма. 

Целью работы является разработка оптимального 
по критерию минимума СКО нелинейного алгоритма 
интерполяции выходного сигнала E(t) РГА, задан
ного в дискретной форме. 

1. Шумы РГ А как гауссов марковский процесс 

При обобщенном анализе РГ А рассматривает
ся как линейная система с передаточной функци-

ей Hw(jw) = [ M(w5 - w2 + 21wj) г1 ' где м' Wa и 

/ ~ wa - эквивалентные масса, резонансная час

тота и декремент затухания. На вход системы по

ступает аддитивная смесь полезного сигнала fs(t) 
и широкополосных стационарных гауссовых шумов 

fп(t). Шумы системы регистрации учитываются пу
тем введения дополнительного стационарного ши

рокополосного гауссова шума xr(t). Результирую
щее колебание X(t) = H(t) * [fs(t) + fп(t)] + xr(t) 
(H(t) +-+ Hw(jw) - импульсная характеристика РГ А) 
поступает на вход оптимального линейного фильт
ра [1] с передаточной функцией 

Kw (jw) = Ка [ Н (jw) fs,w(jw) / S ( w )]* ехр{ -jwta}, 
(1) 

где Ка - произвольный масштабный коэффициент; 
fs,w(jw) +-+ fs(t), ta - временная задержка, введение 
которой обеспечивает физическую реализуемость оп
тимального фильтра; S (w) = Sx(w) + IH(jw) 1 25 f (w); 
Sx ( w) и S f ( w) - спектральные плотности стацио
нарных широкополосных и статистически независи

мых гауссовых шумов fп(t) и xr(t) соответственно. 
Шум Y(t) = K(t) * [H(t)fп(t) + xr(t)] на выходе 

оптимального фильтра можно рассматривать как уз
кополосный гауссов процесс: 

Y(t) = a(t) coswat - b(t) sinwat = R(t) cos[wat + 19(t)], 

где K(t) +-+ Kw(jw) - импульсная характеристика 
оптимального фильтра, R(t) и 19(t) - огибающая и 
фаза, a(t) и b(t) - квадратурные компоненты. 

Для стандартной модели гравитационного 

«всплеска» fs(t) в виде &-импульса с «ампли
тудой» fa fs(t) = faд(t) из выраже
ния (1) находим функции корреляции случай
ных взаимно независимых гауссовых процес

сов a(t) и b(t) с нулевым средним значени
ем: (a(t)a(t+т)) = (b(t)b(t+т)) = 172 р(т), где 
р(т) = exp{-1lтl}, 172 - дисперсия естественных 
гауссовых шумов на выходе РГА, ( ... ) - символи
ческая запись оператора статистического усреднения. 

Можно показать [6, 7], что стационарные экспо
ненциально коррелированные гауссовы шумы a(t) 
и b(t) являются гауссовыми одномерными марков
скими процессами. Одномерными марковскими (но 
негауссовыми) процессами являются также огибаю-

щая R(t) = J a2 (t) + b2 (t) и ее квадрат E(t) = R2(t), 
формируемый квадратичным детектором огибаю
щей. Несмотря на то что марковский характер слу

чайного процесса Е ( t) позволяет, в принципе, ис
пользовать для восстановления выходного сигнала 
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РГ А общие алгоритмы интерполяции произвольных 
марковских процессов [8], более удобной представ
ляется методика, предложенная в работе [9] для 

оптимальной фильтрации по критерию минимума 
СКО огибающей R(t) и фазы 19(t). Эта методика 
основана на предварительном вычислении апосте

риорных плотностей вероятностей независимых га

уссовых случайных величин akt = a(tk < t < tk+1) 
и bkt = b(tk < t < tk+1). На следующем этапе 
определяются апостериорная плотность вероятности 

Wvs(Rkt) случайной величины 

и оптимальная (по критерию минимума СКО) оценка 

Ekt выходного сигнала РГА Ekt = E(tk < t < tk+1), 
представляющая собой апостериорное среднее: 

(3) 

2. Оптимальная интерполяция выходного сигнала 
РГА 

Пусть Rk = R(tk), 19k = 19(tk), k = 1, N. Так как 
при восстановлении аналогового процесса Е ( t) дис
кретные отсчеты {Ek} предполагаются заданны

ми, то элементы Rk = VEk вспомогательной по
следовательности { Rk} априори известны. В то 
же время элементы последовательности { 19k} при 
реконструкции выходного сигнала Е ( t) должны 
рассматриваться как случайные статистически за

висимые случайные величины. Поскольку узкопо

лосный процесс Y(t) является гауссовым процес
сом, для которого совместная плотность вероят

ности W 4 (Rk, Rk+1, 19k, "!9k+i) случайных величин 
Rk, Rk+1, 19k, "!9k+1 известна [7], то двумерная услов
ная плотность вероятности W 2( 19k, "!9k+ 1 IRk, Rk+1) 
может быть представлена в виде 

= (27r)- 2 ехр {pa(RkRk+1/1Т6) cos("!9k+1 -19k)} Х 

х 10
1 [Po(AkRkt/176], (4) 

где 176 = (1 - Р6), Ро = р(Т) = ехр{-1Т}, Ia(x), 
11 ( х), . . . - модифицированные функции Бесселя 
1-го рода. 

Оптимальная линейная интерполяция случайных 

величин akt и bkt. При линейной оптимальной 

интерполяции оптимальные оценки akt и bkt не
известных случайных величин akt и bkt определя
ются СЛедуЮЩИМ обраЗОМ [6]: akt = Coak + C1ak+1, 
bkt = cabk + c1bk+1, ak = a(kT) и bk = b(kT), 
k = 1, N. Марковский характер случайных гауссовых 
процессов a(t) и b(t) учитывается тем, что оптималь-
ные оценки akt и bkt зависят только от «ближайших» 

отсчетов ak, ak+l и bk, bk+l соответственно. Весовые 
функции c1,2 (t) при оптимальной линейной интерпо
ляции находим, учитывая принцип ортогональности 

[6]: (( akt - akt)am) =О, m = k, k + 1. Отсюда после 
несложных преобразований получим 

са= sh1(T- t)/ sh1T, с1 = sh1t/ sh1T. 

2 / л 2) ( л 2) СКО е = \ ( akt - akt) = (bkt - bkt) при оп-

тимальной линейной интерполяции определяется сле

дующей формулой: 

е2 =О"2 
[ l-sь- 1 ,т ( e-"t sh 1(Т - t)+ e-"(T-t) sh 1t)]. 

(5) 
Дальнейший анализ основывается на том, что ал

горитм оптимальной линейной интерполяции для га

уссовых случайных величин akt и bkt является опти
мальным в «узком смысле». Следовательно, апосте

риорные плотности вероятности статистически неза

висимых случайных величин akt и bkt оказываются 
гауссовыми с параметрами соответственно (akt, O"vs) 
и (bkt, O"vs), где 17;

8 
= е 2 

- апостериорная дисперсия. 
Оптимальная интерполяция выходного сигнала 

РГ А. Будем рассматривать случайную величину 
Rkt (2) как модуль случайного вектора с независи
мыми гауссовыми компонентами akt и bkt. Так как 
модуль случайного вектора с независимыми гауссо

выми компонентами определяется законом Райса [7], 
получим 

(6) 

27r 27r 

= ! ! W1(RktAk)W2("!9k,"!9k+1IRk,Rk+1)d"!9kd"!9k+1· 
о о 

Здесь 

W1(Rkt, Ak) = (Rkt/17; 8 ) х (7) 

х ехр {-(Rkt + Ak)/(217;J} Ia [Po(AkRkt/17;8 )] 

- распределение Райса, 

Ak = J c6Rk + ci Rk+i + 2сас1 cos( "!9k+1 - 19k). 
Начальные моменты распределения (7) мо

гут быть представлены в виде [7] ([RktlAk]) = 
2 !_12_ ( 2 2 ) = (21Трs) 2 Г (1+(m/2))1F1 -(m/2), 1, -(Ak/21Тps) , 

где Г ( х) - гамма-функция, 1 F1 - вырожденная 
гипергеометрическая функция. При m = 2, учитывая 
выражения (3) и (6), находим оптимальную по 

критерию минимума СКО оценку Ekt неизвестной 
случайной величины Ekt : 

л 2 2 2 
Ekt = 21Трs + c0 Ek + с1 Ek+1 + 2cac1RkRk+1 Х 

I1 (PoJ EkEk+1/ 176) 
х Ia (PoJ EkEk+1/ 176) . 

(8) 

Формула (8) определяет нелинейный (за счет по
следнего слагаемого) алгоритм оптимального восста-
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новления выходного сигнала E(t) РГА, заданного в 
дискретной форме. 

Представление (6) апостериорной плотности ве
роятности Wvs(Rkt) позволяет достаточно просто 

вычислить СКО х2 = ( (Ekt - Ekt) 2
) при оптималь

ной нелинейной интерполяции. Действительно, х2 = 

= ([DktlAk]), [DktlAk] = \[RktlAk]) - \[Rkt1Ak])
2 

-

дисперсия квадрата случайной величины, распре

деленной по закону Райса (7). Из общей фор
мулы для ([RktlAk]) при m = 2, 4 находим: 

[DktlAk] = 4o-is[1 + (AUa-; 8 )]. Усреднение нелиней
ного члена в Ak удобно осуществить в два этапа. 

На первом этапе Ak следует усреднить, при
нимая во внимание выражение (4), по случай

ным фазам 13k и 73k+ 1 при фиксированных Rk 
и Rk+l . Полученное при этом выражение зави
сит только от случайной величины у = RkRk+l = 

= JEkEk+1: \AklRk, Rk+1) = \AklY). Плотность ве
роятности W 1y(Y) случайной величины у извест-

на [10]: W1y(y)=(2a-;sa-5)- 1 Ia ~oJY/a-5) Ка (JY/a-5), 
у ) О , где К 0 ( х) - модифицированная функ
ция Бесселя 2-го рода. На следующем этапе 

находим безусловное среднее значение: \ Ak) = 
СХ) 

= J \AklY) W1 (у) dy. Этот интеграл является таблич-
о 

ным [11]. Окончательная формула для вычисления 
СКО при оптимальной нелинейной интерполяции 
оказывается следующей: 

x2 =4o-is [1+2(c6+ci+2cac1po)], a-;s=€2
• (9) 

Алгоритм оптимальной нелинейной интерполя
ции (8) становится заметно более сложным по от
ношению к алгоритму оптимальной интерполяции. 

Целесообразность применения подобного алгорит
ма для восстановления выходного сигнала реальной 

РГ А зависит от относительной эффективности этого 
алгоритма по отношению к линейному. 

Сравнение с алгоритмом оптимальной линейной 

интерполяции. При оптимальной линейной интерпо

ляции в качестве оптимальной оценки Ekt z выход
ного сигнала РГ А Ekt выбирается линейн~я комби
нация 
л 2 

Ekt,l = daEk + d1Ek+1 + 2о- d, d = 1 - (do + dl). 
Весовые функции d0 ,1 определяются из принципа ор-

тогональности [6]: ( (Ekt - Ekt)Em) =О, m =О, 1: 

da = sh21(T - t)/sh21T, dl = sh21t/sh21T, 
2 ( л 2) d = 1 - d0 - d1. СКО ~ = (Ekt - Ekt,t) восста-

новления выходного сигнала РГ А при оптимальной 
линейной интерполяции равна 

е = 4о-4 [1 - sh- 1 21Т х 

х (e- 2"t sh 21(Т - t) + e- 2"(T-t) sh 21t)] 
(10) 

Так как СКО достигает наибольшей величины 
при t = Т /2, то определим коэффициент относитель
ной эффективности q нелинейного алгоритма ин-

терполяции по отношению к линейному следующим 

образом: q = е /х2 при t = Т /2. Принимая во вни
мание выражения (5), (9) и (10), находим 

q = 2[(1 + g2 )g(2 - g)]-1, g = th 1(Т /2). (11) 

3. Обсуждение основных результатов 

1. Алгоритм оптимальной интерполяции (8) вы
ходного сигнала РГ А является нелинейным. «Ли
нейная» часть подобного нелинейного алгоритма и 
оптимальный линейный алгоритм интерполяции не 

совпадают: с1 , 2 #- d 1 ,2 . Апостериорная плотность ве
роятности W 1 (Rkt) (6) зависит как от предшествую
щего Rr, так и от последующего Rk+l отсчетов, поэ
тому алгоритм нелинейной интерполяции случайно

го процесса R(t) (E(t)) оказывается более сложным, 
чем алгоритм оптимальной нелинейной фильтрации 
огибающей, рассмотренный в работе [9]. 

2. Относительная эффективность оптимального 
нелинейного алгоритма интерполяции по отноше

нию к линейному определяется формулой (11) и за
висит от фактора g = th(1T /2). Для неохлаждаемых 
РГ А типа «Geograv» (Италия) или «Улитка» (МГУ, 
Г АИШ) 1Т ~ 1, и, следовательно, применение ал
горитма оптимальной нелинейной интерполяции не 

приведет к заметному уменьшению СКО. Наоборот, 
для криогенных РГ А типа «Explorer» (Церн, Швейца
рия) или суперкриогенных типа «Nautilus» (Италия) 
при достаточно малом шаге дискретизации Т типич

ным оказывается условие 1Т ~ 1 и, следовательно, 
g ~ (1Т)/2 ~ 1. В этой ситуации коэффициент отно
сительной эффективности алгоритма нелинейной ин
терполяции по отношению к линейному оказывается 

значительным: q ~ ( 1Т) ~ 1, что делает перспектив
ным применение нелинейного алгоритма. 
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