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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 517.9 

МНОГОКОМПОНЕНТНОJЕ: ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА 
МОДЕЛИРУЮЩИХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

В. Н. Сидоренко 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Рассматривается многокомпонентное обобщение метода моделирующих потенциалов для постро

ения энергетического спектра уравнения Шрёдингера в рамках квазиклассического подхода. 

Рассмотрим обобщение метода моделирующего 

потенциала [ 1] на случай системы радиальных урав
нений Шрёдингера с п «зацепляющимися» компо
нентами. В векторной форме данная система имеет 
следующий вид: 

п2 ~() -
-D 2 'lт(r)+W(r, E)'lт(r) =О, 
2µ 

'lт(r)= (Ф·1·(~)), 
Фп(r) 

(1) 
где Ф i ( r) Е L 2 ( R~) , µ - приведенная масса, 

jj(2
) = J:2 I (I - единичная матрица), а 

(
Е - И11(r) ЛИ12(r) · · · ЛИ1п(r) ) 
ЛИ21(r) Е - И22(r) · · · ЛИ2п(r) 

W(r,E)= . . . . . . .. . . .. 
ЛИп1(r) ЛИп2(r) · · · Е - Ипп(r) 

(2) 
- моделируемый потенциал. Полагаем, что перемен

ная r является скаляром. Сделаем замену переменных 
в уравнении (1) вида 

d 1 d 
r = f(y), dr f'(y) dy' 

'lт(r)lr=J(y) = vlti/)"fJaФ(y), 
(3) 

где р0 - постоянная невырожденная матрица, 
пропорциональная единичной, т. е. р0 = IC, а 
С = (С 1, ... , Сп) т - произвольный постоянный век
тор, не равный нулю в силу невырожденности мат

рицы р0 . Введение условия взаимной однозначности 
замены (3) приводит к требованию знакоопределен
ности функции f' (у) . В дальнейшем будем полагать, 
что !'(у)> о. 

Подстановка (3) в (1) дает уравнение той же струк
туры, что и (1): 

п2 ::::::::: -
2
µ Ф"(у) + W(y, Е) Ф (у)= О, (4) 

где 

W(y,E) = 

1- п2 1 (5) 
= f'(y)p0- W(f(y), E)paf'(y) + 

2
µ 2{f(y), y}I, 

- моделирующий потенциал, который в компонент

ном виде записывается следующим образом: 

- - С· n2 1 
Wij(Y, Е) = d Wij(f(y), E)f'2(y) + 

2
µ 2{f(y), y}дij, 

(6) 
а шварциан {!(у), у} задается в виде [2] {!(у), у}= 

_f"'(y) 3(f"(y)) 2 
- f'(y) - 2 f'(y) 

Из ( 6) видно, что существует степень свободы, 
связанная с комбинацией констант Ci/Cj, которую 
в дальнейшем будем называть относительным весом 

i-й компоненты. Таким образом, мы получили обоб

щенное преобразование Лиувилля. Так же как и в 

однокомпонентном случае, можно утверждать, что 
СХ) 

если J l{f(y), y}ldy < оо, где а) О, то в результа-
а 

те применения преобразования Лиувилля получится 

уравнение с суммируемым потенциалом при условии, 

что исходный потенциал И ( х) был суммируемым, 
СХ) 

т.е. JIИ(x)ldx<oo. 
о 

Следует также отметить, что преобразования Ли

увилля образуют бесконечномерную группу диффео
морфизмов [3] с единичным элементом - эквива
лентным преобразованием - и однозначно опреде

ленным обратным элементом, существование кото

рого следует из условия f' (у) > О. Данное утверж
дение легко проверяется двукратным применением 

преобразования Лиувилля, использованием теоремы 

об обратной функции, тождества Кейли [2] 

(
dg(y))2 

{f(g(y)),y}= diJ {f,g}+{g,y}, 



60 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2000. No 4 

связи шварцианов прямой и обратной функций 

{f,y}=-(d~~))2 {у,!} 

и формулы дифференцирования сложной функции. 

Кроме того, поскольку Wij(r, Е), как известно 
из теории гамильтоновых многообразий [4], пред
ставляет собой с точностью до множителя метрику 

gij = 2
/-: Wij ( r, Е) на поверхности Н ( r, р) = Е, то 

преобразования Лиувилля являются группой движе

ния метрики gij . Данная группа представляет собой 
композицию взятого с определенным весом ортого

нального преобразования, соответствующего перво

му члену в (5), и сдвига (второй член в (5)). 
Процедура отыскания спектра в задаче с потен-

циалом W(f(y), Е) (см. (2)) сводится к следующе
му. Для данного потенциала подбирается потенци-

ал V(y, Е), для которого спектральная задача (4) 
решается точно и который удовлетворяет описан

ным ниже условиям. При этом предполагается, что 

глобальная структура спектра у обоих потенциалов 

одинакова. В качестве такого потенциала можно вы

брать кусочно-линейный. Далее определяем функцию 
r = f(y) из уравнения 

Тогда моделирующий потенциал W(y, Е) примет 
вид 

- - - п2 1 
Wij(Y, Е) = Vij(Y, Е) + 

2
µ 2{f(y), y}дij, 

где Vij(Y, Е) = ( Е - йij(Y)) дij + ~~ лйij(у)(1- дij)' 
а шварциан Hf(y), у} рассматривается как возму
щение при достаточно гладкой функции f(y). Та
ким образом, V (у, Е) представляет собой моделиру
ющий потенциал в нулевом приближении. Посколь

ку f' (у) > О, то получаем условия, которым должен 
удовлетворять потенциал V(y, Е): 

1) совпадение числа точек поворота для диагона
лизованных потенциалов p0-

1W(r, Е)р0 и V(y, Е), 
т. е. корней rп, Уп уравнений (ФI p0-

1W(r, Е)ро IФ) = 

=О, (ФI V(y, Е) IФ) =О, которые сводятся к урав
нениям, получаемым в однокомпонентном случае, 

если Vii(Y, Е) = V(y, Е) и (p0-
1W(f(y), E)po)ii = 

= W(f(y), Е) для любых i = 1, ... , п (скалярное 
произведение при этом обозначает покомпонентную 

запись данных уравнений и предполагает интегриро

вание по любым r' #- r и у' #- у); 
2) равенство «классических действий» между со

ответствующими точками поворота 

rn+l 

Sп(Е) = \ wl ! VP"a-
1
W(r, E)padrlw) = 

Tn 
Yn+1 

= \ ФI J VV(y, Е) dylф) = Sп(Е), 
Yn 

где потенциалы V(y, Е) и p0-
1W(f(y), Е)р0 пред

ставлены диагонализованными матрицами. 

Далее схема нахождения энергетического спектра 

исходного уравнения (1) строится следующим об

разом: а) в нулевом приближении спектр (1) нахо
дится путем разрешения относительно Е уравнений 

Sп(Е) = Sп(Е(0)), где Е~о) - собственные значения 
при использовании потенциала V (у, Е) ; б) после
дующие приближения определяются подстановкой в 

точные уравнения Sп ( Е) = Sп ( Е) приближенных 
собственных значений для W(y, Е), получаемых по 
теории возмущений, и их разрешения относитель

но Еп. Итак, уравнения для Sп задают связь спект

ров энергий для исходного и моделирующего потен

циалов, зная которую можно определить Е. Оценка 

остаточных членов проводится аналогично одномер

ному случаю [ 1] с заменой скалярных функций на 
операторы. При этом получаются скалярные величи-

ны A(R~0)), М(Е~0)) и Wпп(Е~0)), которые являются 
композицией скалярных оценок для i-x компонент, 
взвешенных с относительными весами Cj/Ci. 

В качестве приложения описанного многокомпо

нентного обобщения метода моделирующих потен

циалов рассматривалась задача построения модели

рующего потенциала для определения спектра систе

мы двух заряженных частиц с учетом диполь-диполь

ного взаимодействия (водородоподобный атом) [5]. 
Оказалось, что данный метод на 50% лучше прибли
зил точный спектр E~[ct по сравнению с обычной 
квазиклассикой, хотя и не дал нужной точности в 

силу того, что сам является модификацией квазиклас
сического подхода. 

Литература 

1. Сидоренко В.Н. 11 Вести. Моск. ун-та. Физ. Астрон. 1999. 
№ 5. С. 59 (Мoscow University Phys. Bull. 1999. No. 5. Р. 73). 

2. Олвер Ф. Асимптотика и специальные функции. М.: Нау

ка, 1990. 

3. Желобенко Д.П., Штерн А.И. Представления групп Ли. 

М.: Наука, 1983. 

4. Дубровин Б.А" Новиков СП., Фоменко А.Т. Современная 
геометрия: Методы и приложения. Т. 1. М.: Эдиториал 
УРСС, 1998. С. 95-96. 

5. Сидоренко В.И. Спектральная задача для системы двух 

частиц с магнитным диполь-дипольным взаимодействи

ем. М.: Диалог-МГУ, 1999. 

Поступила в редакцию 

07.о?.99 


