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2) ортонормированная система, на которой дости­
гается точная нижняя грань в ( 5), не существует, ес­
ли и только если s;;_ есть точка непрерывного спектра 
оператора S* S при некотором п ~ r. 

Перейдем к нахождению эффективного ранга мо­
дели. Зафиксируем операторы А, ~ и величину д ) О, 
ограничивающую погрешность интерпретации. Для 

определения эффективного ранга модели [А, ~] необ­
ходимо знать первые п сингулярных чисел оператора 

~- 1 / 2 А, где п - минимальное натуральное число, 
при котором h* ( п) ) д. (Для краткости мы опустили 
зависимость от А, ~ в h*.) Положим для любого 
д)О 

р(д) = r~~~ r; 
h* (r) ,,;о 

Тогда р(д) = r при д Е [ h*(r), h*(r + 1)), при­
чем р( д) принимает конечное значение при любом 
д Е [О, оо). Дальнейшее решение проблемы эффектив­
ного ранга зависит от структуры спектра оператора 

А*~- 1 А. Рассмотрим три взаимоисключающие воз­
можности. 

1. Пусть sk суть СЗ А*~- 1 А при всех 
k = 1, 2, ... , р(д). Тогда эффективный проектор ПР 
проецирует на собственное подпространство, натяну­
тое на собственные векторы оператора А*~- 1 А, от-

б 2 2 2 
вечающие со ственным значениям s1 , s2 , ••• , sp(a)' и 

(6) 

Заметим, что ортогональный проектор ранга р( д), 
при котором выполнено равенство ( 6), вообще гово­
ря, не единствен. 

2. Пусть sk при некотором k ~ р( д) есть точка не­
прерывного спектра А*~- 1 А, и h (р(д)) = д. Тогда 
ортогонального проектора ранга р( д), при котором 
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выполнено равенство (6), не существует, однако для 
любого €>о найдется проектор п~, удовлетворяю­
щий условиям 

3. Пусть sk при некотором k ~ р(д) есть точка 
непрерывного спектра А*~- 1 А и h (р(д)) < д. Поло­
жим е = д- h (р( д)) . Тогда, как и в предыдущем слу­
чае, проектора ранга р( д), на котором достигается 

минимум EllR~ - Пpfll 2 , не существует, но найдется, 
причем не единственный, проектор п~, удовлетворя­

ющий условиям 

EllR~ - П~fll 2 ~ h (р(д)) +е ~ д, rankП~ = р(д). 

Функция р( ·) является эффективным рангом модели 
[А,~]. 
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ЭФФЕКТИВНОЕ ДЕЙСТВИЕ В SU(~ КАЛИБРОВОЧНОЙ 
МОДЕЛИ С ВИХРЕМ 

В. Ч. Жу1ковский 

(кафедра теоретической физики) 

В однопетлевом приближении в 4-мерном простр:анстве-времени рассчитан эффективный потенциал 

SU ( ~ калибровочной модели при наличии вихревой структуры. Найден минимум эффективного 
потенциала. 

Введение 

Явление конфайнмента получило удовлетвори­
тельное объяснение в целом ряде моделей (см., напр., 

обзор [1]). В соответствии с одной из них, основан­
ной на дуальном эффекте Мейсснера, цветовой элек­
трический поток кварк-антикварковой пары сжима­

ется в трубку, что ведет к возникновению линейно 

растущего потенциала межкваркового взаимодейст­

вия. Так называемая техника абелевого проектиро­

вания, которая развивалась, начиная с первых работ 

Мандельстама и Тоофта [2], предоставила удобные 
методы, такие, как максимальная абелева проекция, 

для дальнейшего исследования этой модели на ре­

шетке. Это дало численное подтверждение того, что 

трубки цветового электрического потока действи­

тельно формируются вследствие дуального эффекта 

Мейсснера, обусловленного конденсацией цветовых 

монополей [3] (см. также [4, 5] и цитированные там 
работы), - явления, дуального хорошо известному 

образованию струн с заключенным в них магнитным 
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потоком в теории сверхпроводимости (струны Аб­
рикосова-Нильсена-Олесена [6]). Другое объяснение 
конфайнмента основано на методе максимальных 
центральных калибровок [7, 8], применение которо­
го продемонстрировало существование центральной 

доминантности и привело к появлению центральной 

вихревой картины конфайнмента. В этой картине 
существование вихрей, связанных с центром Z(Ne) 
группы 5U(N)e, которые распределены в простран­
стве-времени достаточно случайно, обеспечивает так 

называемый закон площадей для математического 

ожидания петли Вильсона, что в свою очередь свиде­

тельствует о существовании линейного статического 

кваркового потенциала (последние ссылки см., напр., 

в работе [9]). 
В теории вихрей имеется много проблем, касаю­

щихся их динамики и происхождения. Теоретико-по­

левое описание вихрей началось еще в 1978 г. [10]. 
Представление о вихрях вводилось позже при обсуж­

дении «спагетти-вакуума» [11] и в последнее время 
было продолжено в рамках теории четырехмерных 

поверхностей и струн в целом ряде работ [4, 12, 13]. 
Недавно был построен континуальный аналог мак­

симальной центральной калибровки [ 14]. В то же 
время изучение простых моделей, для которых могут 

быть найдены точные решения, позволяет прояснить 

сложную общую проблему динамики вихрей. 

В настоящей заметке мы рассматриваем однопет­

левой вклад флуктуаций калибровочного поля около 
чисто калибровочной конфигурации с вихрем кали­
бровочного поля в 4-мерном пространстве-времени с 

нетривиальной топологией цилиндра, т. е. 5 1 х R3 . 

Эта конфигурация напоминает простейшую реализа­
цию эффекта Ааронова-Бома со струной и ненуле­
вым магнитным потоком в ней. Мы демонстрируем, 

что наш результат после очевидной реинтерпретации 

подтверждает вывод недавней работы Д. Дьяконо­

ва [15], в которой исследовалась потенциальная энер­
гия вихрей в 4- и 3-мерных калибровочных теориях. 

1. Эффективное действие 

Рассмотрим производящий функционал модели 
глюодинамики для калибровочной группы 5И(2) 
в 4-мерном пространстве-времени с топологией ци­

линдра 5 1 х R3 

где действие 5 калибровочного поля разбито на два 
слагаемых: 

54 - для четырехмерного пространства-времени 

5 1 х R 3 и 5 2 - для двумерного цилиндра 5 1 х R 1 , 

присутствие которого так же, как и наличие выко­

лотой точки на двумерной плоскости, обеспечивает 

нетривиальную топологию пространственной конфи-
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гурации. Лагранжиан калибровочного поля Аµ во 

внешнем (фоновом) поле имеет вид 

Здесь Fiv = \7 µAv - \7 vAµ - ig(Ta)Ьe А~А~, jj~Ь = 

= JаЬ\7 µ - ig(Te)aЬ А~' та - генераторы группы 

5И(2) в присоединенном представлении, А~= А~+ 
+а~, где А~ - фоновое поле, а~ - квантовые флук­
туации глюонного поля относительно фона, а х и 
х - поля духов. 

Разложим лагранжиан, удерживая квадратичные 

по глюонным флуктуациям члены, что соответству­
ет однопетлевому приближению. После этого интег­

рал по путям становится гауссовым и для эффек­
тивного действия Г , связанного с Z соотношением 
Z = ехр(Г), получаем r(l) = Г~1 ) + Г~1 ), где 

Г~1 )[.Д:] = ~Tr ln[8~~]-Tr ln[(-D2 )aь], µ, v Е 5 1 xR3 

(1) 
(здесь первый член соответствует глюонному вкладу, 

а второй - вкладу духов), и 

Оператор е в (1) определен согласно выражению 

е~~ = -gµv(DлfJЛ)aЬ + 2ig(Te)aЬ Piv + 
+ (1 - 1/~)(DµDv)aЬ, 

(2) 

где та являются 5И(2)-генераторами в присоеди­
ненном представлении. Выберем калибровку ~ = 1, 
при которой третий член в (2) исчезает. Возьмем 
потенциал внешнего поля в абелево-подобном виде: 

где па - единичный вектор, указывающий опреде­

ленное направление в цветовом пространстве. 

Пусть va (а= 1, 2, 3) обозначают собственные 
значения цветовой матрицы (пете), тогда получаем 

lval = (1, 1, О). Окончательно для оператора (2) на­
ходим 

е~~ = -gµv[V' л - ig(пете)Ал] 2 аЬ + ig(пете)аЬ Fµv· 
(3) 

Следуя [14], для моделирования вихревой конфигу­
рации в непрерывной теории Янга-Миллса выберем 

потенциал внешнего поля в виде чистой калибровки 
на поверхности цилиндра р = const = R, т. е. 

Для простого примера несингулярной конфигурации 
(соответствующей «толстому вихрю» [ 14]) выберем, 
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используя полярные координаты, потенциал поля на 

круге 5 1 радиуса р = const = R в форме 

_ { Ae=Ф/(27rgR), µES 1 (µ=В) 
Аµ= 

О, µ Е R 3 (µ = 2, 3, 4), 
(4) 

где Ф / g = const обозначает поток через цилиндр. 
Как хорошо известно, в данной ситуации можно 

ввести следующий двумерный вектор в плоскости рВ : 

Тогда 

и, следовательно, 

(5) 

т. е. топологический заряд, соответствующий отобра­

жению окружности, охватывающей поверхность ци­

линдра, на пространство группы U(l) (индекс Понт­
рягина). В нашем примере (4) Ф = 27rn. 

2. ЭффективнЙI потеш~;ал 

Спектр оператора (3) после диагонализации в 

4-мерном случае 

определяется собственными значениями оператора 

которые имеют вид 

где х = RgAe = Ф/(27r). То же собственное значение 
А a(k2

, l) = Л~(k2 , l), очевидно, получается и для опе­
ратора духов в (1). 

В результате после всех описанных выше опера­

ций приходим к окончательной формуле для эффек­
тивного потенциала в 4-мерном случае: 

где О = J d4 x = 27r R J dx 2dx 3 dx 4 - 4-объем про­
странства-времени. 

В дальнейшем удобно использовать представле­

ние собственного времени 

СХ) 

! ds 
lnA = - ---;- exp(-sA), ReA >О. 

о 

Данная формула справедлива с учетом вычитания 
расходимости на нижнем пределе. Далее удобно пре­

образовать суммирование по l в (6) с помощью тож­
дества 

После проведения необходимых действий с выра­

жением (6) получаем 4-мерный эффективный потен­
циал: 

СХ) СХ) 

1 ! ds 7r2 R2l2 
= --2 3 L ехр(- ) cos(27rxl). 

27r s s 
о l=1 

Окончательно после интегрирования по s на­

ходим 

4 ~ cos(27rxl) 47r2 

V4 = - 7r2(27rR)4 ~ [4 = 3(27rR)4B4(x). 
l=1 

(7) 
Эта формула после замены 27r R на 1/Т и Ае на 
А0 соответствует хорошо известному результату для 
свободной энергии глюонов при конечной темпера­

туре [16] на фоне постоянного потенциала А0 (см. 
также [17, 18]). 

Аналогичные вычисления для вклада двумерного 
цилиндра дают 

Здесь и в (7) использованы полиномы Бернулли, 

определенные согласно выражению 

~ cos(27rlx) _ (- )п-l ~ (27r ) 2п ( ) 
~ z2п - 1 2 (2п)! В2п х . 
l=1 

В частности, 

По поводу полученного результата следует заметить, 

что, во-первых, полиномы Бернулли зависят от аргу­

мента, определенного по модулю 1, и, следовательно, 
эффективный потенциал сохраняет Z 2 -симметрию, 
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характерную для вихрей, и, во-вторых, мы прове­

ли необходимую перенормировку нашего результата. 
После суммирования двух вкладов мы получаем 

Второе слагаемое, соответствующее вкладу цилинд­

ра, было усреднено по трем возможным ориентациям 

оси цилиндра по отношению к координатным осям в 

4-мерном пространстве-времени, а также по площа­

ди поперечного сечения цилиндра. Окончательный 
результат, в котором не зависящие от gAe члены 
опущены, имеет простой вид: 

Полученный результат формально совпадает с ре­
зультатом работы [15] для следующей конфигурации 
в 4-мерном пространстве-времени: плоскость с выко­

лотой точкой в начале координат и потенциал Аµ 

с сингулярностью вдоль струны, проходящей через 

начало координат. Это совпадение имеет простое 

объяснение: в обоих случаях мы имеем одну и ту 

же общую топологическую ситуацию, определяемую 

индексом Понтрягина (5). Следует заметить, что в 
нашем случае фоновый потенциал был определен 
на цилиндре и не имеет сингулярности, тогда как 

в последнем случае он был определен на плоскости 

с сингулярностью в начале координат, и поэтому 

для вычисления функционального следа необходимо 
было использовать полный базис функций Бесселя. 

Так же как и в [15], потенциал имеет минимумы 
(равные нулю) при х = О и х = 1, а также, в силу 
свойства периодичности, при всех целых значениях 

х. При этом потенциал претерпевает скачки про­

изводной в этих точках. Значения потока, которые 

обеспечивают минимум эффективного потенциала, 
соответствуют значениям петли Вильсона вдоль кон­

тура С, охватывающего цилиндр, 

равным ±1. 
Подобная ситуация уже обсуждалась в работе [15]. 

Как указывалось в недавних публикациях, например 

в [8, 9], значение W(C) = -1 характерно для вих­
рей, которые пронизывают площадь большой петли 
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Вильсона, и это значение при гауссовом распределе­

нии вихрей приводит к закону площадей и линейно­

му запирающему потенциалу. 

Автор глубоко благодарен теоретической груп­
пе Института теоретической физики Тюбингенского 
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