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КЛАССИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ 

А. В. Киселев 

(кафедра математики) 

Определены производящие сечения законов сохранения для эШiиптического уравнения ЛиувиJШя. 

Показано, что каждому производящему сечению соответствует нетривиальный закон сохранения; 

установлено, что все классические законы сохранения порождаются симметриями лагранжиана. 

Приведены явные формулы, сопоставляющие каждому производящему сечению некоторый закон 

сохранения. 

Двумерное эллиптическое уравнение Лиувилля 

д2и д2и 
[ = {F = дх1дх1 + дх2дх2 - ехр(2и) =О} (1) 

возникает во многих разделах математики и матема­

тической физики. В римановой геометрии оно пред­
ставляет собой уравнение Гаусса, записанное в кон­
формных координатах для плоскости Лобачевско­
го [1]. Кроме того, уравнение (1) применяется при ис­
следовании автомодельных решений уравнений Ка­

домцева-Погуце [2]. 
Рассмотренный в настоящей работе подход связан 

с решением определяющих уравнений на произво­

дящие сечения законов сохранения [3] и реализаци­
ей метода восстановления сохраняющихся токов по 

производящим сечениям [ 4]. 

1. Производящие сечения 

Известно [3], что производящие сечения '!/; (в слу­
чае единственной зависимой переменной и(х1, х 2 ) -

производящие функции) законов сохранения при­

надлежат ядру ker ( f.i) * оператора, формально со­
пряженного оператору универсальной линеаризации, 

ограниченному на уравнение Е : 

(2) 

где Ра- = дla-luj дха-, (Т - мультииндекс, ха- пробе­
гает все наборы независимых переменных х 1 и х 2 , 
Di = д / дхi + l:a- Pa-+i д / дра- - полная производная 
по i-й координате. Для уравнения (1) определяющее 
уравнение на производящие функции имеет вид 

Di'Ф + D~'i/; - 2 ехр(2и)'!/; =О. (3) 
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Производящие функции классических законов со­
хранения суть функции независимых координат х 1 

и х 2 , переменной и и ее первых производных 
Р1 =Р(1,о), Р2 =Р(о,1): '!/;='!/;(х1,х 2 ,и,р1,Р2). В этом 
случае решения уравнения (3) имеют вид 

причем функции А и В удовлетворяют соотношени­
ям Коши-Римана, а С определяется из этих соотно­
шений: 

дА дВ 
дх2 + дхl =О, (5) 

т. е. А= Re((), В= Im(() являются соответственно 
вещественной и мнимой частями голоморфной в С 
функции ((х 1 + ix 2

). 

2. Законы сохранения 

О п р е д е л е н и е. Сохраняющимся называется 

ток (51, 52) = -52 dx 1 + 51 dx 2, дивергенция ко­
торого равна нулю на уравнении Е = { F = О} : 
D1 (S1) + D2(S2) = Л(F), Л = l:a- aa-Da-. Произво­
дящая функция '!/; закона сохранения Т/ имеет в этом 
случае вид Л*(l) [3, 5]. 

Заранее не известно, каждому ли элементу ядра 

ker ( f.~) * соответствует нетривиальный закон сохра­
нения или же существуют посторонние решения опре­

деляющих уравнений. Процедура исключения таких 

решений состоит в следующем. 

Пусть '!/; Е ker ( f.~) *, т. е. существует такой 
С -дифференциальный оператор Л (оператор вида 

l:a- aa-Da- ), что 

f.P, ( '!/;) = Л ( F) . (6) 
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Если, кроме того, существует другой самосопряжен­

ный С -дифференциальный оператор У' = У'*, причем 
выполнено равенство 

(7) 

(здесь и далее черта над оператором означает его 

ограничение на уравнение Е ), то 'ljJ является произ­
водящей функцией некоторого закона сохранения. 

Обратим внимание на порядки указанных вы­

ше операторов и старших производных, входящих 

в функции 'ljJ и F. Из уравнения ( 6) следует, что 
Л и, следовательно, левая часть (7) - операторы 

первого порядка. Поскольку порядок оператора f.p 
равен двум, то У' = О и 

(8) 

Рассматривая операторы Л вида а0 ( 'ljJ) + а1 ( 'ljJ )D1 + 
а2 ( 'ljJ) D 2 , получаем, что условие (8) эквивалентно со­
отношению 2С - дА/дх 1 - дВ/дх 2 =О для компо­
нент функции 'ljJ. Однако оно заведомо выполнено 
в силу (5); значит, дополнительные ограничения на 
производящие функции законов сохранения отсут­
ствуют и производящие функции находятся во вза­
имно-однозначном соответствии с сохраняющимися 

токами. 

3. Симметрии лагранжиана 

Уравнение (1) может быть получено при варьиро­
вании лагранжиана [, = J L dx 1 Л dx 2 с плотностью 

L = (Pi + р~ + ехр(2и)) / 2. Соответствующее произ­
водящей функции 'ljJ эволюционное дифференциро­
вание Ev ,р = 2:,,. D,,. ( 'ljJ) д /др,,. называется нётеровой 
симметрией лагранжиана [, , если Ev ,р ( [,) = О. От­
метим, что Ev ,р является нётеровой симметрией [, 
тогда и только тогда, когда 

Ev,p(F) + f.~(F) =О. (9) 

При этом 'ljJ - производящая функция закона сохра­
нения уравнения (1). 

Подставляя в (9) полученные ранее условия (5), 
воспользовавшись выражением (4), можно убедиться 
в том, что условие (9) выполнено для всех функ­
ций 'ljJ и, следовательно, все классические законы со­
хранения происходят из соответствующих симметрий 

лагранжиана. 

4. Восстановление сохраняющихся токов 

В отличие от нахождения полей Ли по произво­

дящим функциям симметрий нахождение сохраняю­
щихся токов не столь тривиально и требует допол­

нительного анализа. Опишем кратко сущность пред­
ложенного в работе [ 4] метода построения 1-форм, 
точных на уравнении Е . 

Рассмотрим поле Ev f, которое задано функци­
ей f =и и порождает отображение А7 : (xi,p,,.) г--+ 
г--+ ( xi, р,,. ехр( т)). Тогда 

d~A;(w) =А; (Ev1(w)) =А; (f.w(f)). (10) 

Выберем в качестве w форму w = (F, '1/;) = 
= F'lj; dx 1 Л dx 2 , и пусть Т/ - искомый ток на 
уравнении { F = О}, соответствующий производя­
щей функции 'ljJ. Заметим, что в правой части (1 О) 
f.w (!) = ( f.: ( 1), !) + dG ( f.w о !) ; отображение G: 

-2 -1 
CDiff(F, А ) ---+А , переводящее в 1-формы модуль 
С -дифференциальных операторов, действующих на 
гладкие функции и принимающих значения в 2 -фор­
мах (все конструкции ограничены на уравнение Е ), 
определено следующим образом: 

c(L:a,,.D,,.) = L (-1)l<Тl- 1 n,,._j(a,,.)w(-j)· 
<Т io-l>O 

'tj Е,,. 

Здесь w(-j) = (-1)H 1 dx 1 
... dJ ... dxn (в нашем 

случае п = 2), (Т - j - мультииндекс, получающий­

ся в результате однократного исключения индекса 

j = 1, 2 из мультииндекса (Т. 

Проинтегрируем (10) пот от -оо до О. Получим 

(F, '1/;) = A~(w) = 

о о 

= J :т А; ( w) dт = J А; ( f.w (!)) dт = (11) 

о 

= d J А; (G(f.w о!)) dт = dТJ, 
откуда следует искомый вид тока Т/ . 

З а м е ч а н и е. В процессе вычислений все токи 

определяются с точностью до тривиальных, каждый 

из которых имеет вид Т/Т = D 1 (Т) dx 1 + D 2 (T) dx 2 

при некоторой функции Т. 

Проводя описанные выше рассуждения для урав­

нения {F = О} и функций 'ljJ вида (4)-(5), полу­
чаем окончательный результат: сохраняющийся ток 

(51 , 52 ) имеет компоненты 

1 1 1 2 1 
S1 = 2Аир(а, 2г 2А ехр(2и)+ 2Ар1 +2ВР1Р2 + Ср1 -

1 дА 1 дВ 1 дС 
---ир1 - --ир2 - -Вир(11) - -и 

2 дх 1 2 дх 1 2 ' дх 1 ' 

1 1 1 2 1 
S2 = 2Вир(2,о)-2Вехр(2и)+2Вр2 +2Ар1р2+Ср2-

1 дА 1 дВ 1 дС 
---ир1 - --ир2 - -Аир(11) - -и. 

2 дх 2 2 дх 2 2 ' дх 2 

Заключение 

Проведенные рассуждения показывают, что эл­

липтическое уравнение Лиувилля (1) богато разно­
образными геометрическими структурами. В частно­

сти, установлено, что законов сохранения (причем 

одних только классических) достаточно много - они 
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параметризованы голоморфными в С функциями; 
при этом существенно то, что уравнение (1) лагранже­
во: все классические законы сохранения происходят 

из симметрий лагранжиана. 

В настоящее время остается открытым вопрос 

об описании всех высших законов сохранения для 

уравнения (1), т. е. таких, что соответствующие им 

производящие сечения зависят от производных вы -
ше второго порядка функции и(х1, х 2 ) (установлено, 
что симметрии и законы сохранения второго порядка 

отсутствуют). 

Автор благодарит А. В. Овчинникова за постанов­
ку задачи, а также А. М. Вербовецкого и И. С. Кра­
сильщика за ценные замечания и конструктивную 

критику. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАССЕЯНИЯ НЕСФЕРИЧЕСКОЙ ЧАСТИЦЕЙ 
В СЛОЕ НА ПОДЛОЖКЕ 

Е. Ю. Еремина, А. Г. Свешников 

(кафедра математики) 

Построена математическая модель рассеяния поляризованного излучения неосесимметричной 

структурой, расположенной под пленкой на про111Ицаемой подложке. Приведены результаты для 

рассеяния частицами различной формы. 

По мере совершенствования объемных интеграль­

ных схем становится все более актуальной пробле­

ма обеспечения чистоты кремниевых вейферов, ис­
пользующихся как основа современных интеграль­

ных схем. Дальнейшая миниатюризация схем мик­

ропроцессоров требует ужесточения стандартов от­

клонения их конфигураций от заданной структуры, в 
частности чистоты поверхности кремниевого вейфе­
ра на различных стадиях технологического процесса. 

Обнаружение загрязняющих частиц на вейфере осу­
ществляется с помощью оптических поверхностных 

сканеров. Совершенствование конструкций сканеров 

представляет собой приоритетную задачу для сили­

коновой промышленности [1]. Разработка математи­
ческих моделей анализа процессов рассеяния помога­

ет решить эту задачу. 

Большое количество работ было посвящено ана­

лизу рассеивающих свойств загрязняющих частиц 

различных материалов на основе метода дискретных 

источников (МДИ). В работе [2] проводился анализ 
рассеяния света частицами и ямами на кремниевой 

подложке. В работе [3] МДИ обобщен на случай 
осесимметричной частицы в слое. Однако вопрос о 

влиянии деформаций, ведущих к неосесимметричным 
структурам, на рассеивающие свойства микрочастиц 

практически не рассматривался. В настоящей работе 

МДИ обобщается на случай произвольной проница­

емой частицы, расположенной в слое на поверхности 

подложки, когда частица с подложкой уже не об­

разуют осесимметричной структуры. На основе про-
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граммной реализации развитого метода проводится 

анализ рассеивающих свойств эквиобъемных частиц 

с различными геометриями. 

1. Математическая модель неосесимметричного 
рассеивателя 

Начнем с математической постановки рассматри­

ваемой задачи. Пусть {Е0 , Н0 } - поле плоской 
электромагнитной волны линейной поляризации, па­

дающей под углом ()0 относительно нормали на 

плоскую границу 3 f раздела воздух-слой D 0 - D f, 
а частица, занимающая область Di с гладкой грани­
цей дD, расположена целиком внутри слоя толщи­
ны d, ограниченного плоскостями 31 и 3 1 . Плос­

кость 3 1 разделяет слой и подложку D 1 . Введем 

прямоугольную систему координат, выбрав ее начало 
на плоскости 3 1 , а ось Oz направим вдоль нормали 
к подложке в область D f. Тогда граничная задача 
рассеяния принимает вид 

nv х (Ei (р) - Е1 (р)) =О, 

nv х (Hi (р) - Н1 (р)) =О, 

ez Х (EJ (р) - Ео,1 (р)) =О, 

ez Х (HJ (р) - Но,1 (р)) =О, 

рЕ дD, 

(1) 

с условиями излучения (затухания) для рассеянных 
полей на бесконечности. Здесь {Et, Ht} - полное 


