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И(z) градиентного плотностного потока с внутрен­
ней волной при развитии ветра (см. рис. 1). 

Выражение (6) с учетом (3) позволяет оценить 

воздействие на скорость течения Иm = U(zm) каж­
дого из основных факторов, определяющих развитие 
потока: градиента давления за счет стока через водо­

хранилище (первое слагаемое справа в (6)), влияния 
ветра (второе слагаемое) и эффектов стратификации 
(третье слагаемое). Такая оценка, по данным прямых 

измерений И(z, t), T(z, t) и Иw(t), показала, что в 
среднем за время серии зондирований значения И* и 

Иm определяются на 50% стоковым градиентом дав­
ления, на 26% влиянием ветра и на 24% эффектами 
стратификации. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
99-05-64045) и программы «Университеты России -
фундаментальные исследования» (грант 990981). 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

ПАРАМЕТРОВ ГРАВИТАЦИОННО-КАПИЛЛЯРНОЙ КОНВЕКЦИИ 
В ПОВЕРХНОСТНОМ МИКРОСЛОЕ ОКЕАНА 

В. Б. Лапшин*), Е. В. Ка1~аваева, А. А. Будников 

(кафедра физики атмосферы) 

Методом энергетического анализа исследована гравитационно-капиллярная устойчивость гори­

зонтального слоя жидкости по отношению к воз•мущениям. На основе теоретических расчетов и 

экспериментальных данных определена критичес:кая толщина слоя морской воды, при которой 

сопоставимы энергии конвекций Рэлея и Марангони. 

Введение 

Устойчивость решений уравнений Навье-Стокса 

можно исследовать с помощью энергетического или 

спектрального анализа. Цель обоих методов - опре­

деление различных режимов течений путем вычисле­

ния безразмерных критических чисел. 

Безразмерные числа являются масштабными мно­

жителями, входящими в уравнения переноса и гра­

ничные условия. Они могут быть использованы при 

сопоставлении сил, действующих в жидкости (на­

пример, число Марангони определяет соотношение 

капиллярных сил и сил вязкости; число Рэлея -
соотношение сил плавучести и сил вязкости), при 

определении критериев потери гидродинамической 

устойчивости. 

Иногда, например в задаче Бинара, для опреде­

ления условия неустойчивости достаточно использо­

вать критерии, полученные на основе спектральной 

теории [1]. Однако в спектральной теории рассмат­
риваются бесконечно малые возмущения, для кото­

рых применимы линеаризованные уравнения. Если 

•) Государственный океанографический институт, Москва. 

возмущения имеют конечную величину, такие кри­

терии могут не выполняться. 

В случае, когда размер возмущений не являет­

ся бесконечно малым, используются методы энер­

гетической теории, дающие критерии, достаточные 

для определения безусловной устойчивости основно­

го течения. Энергетическая теория обычно исследует 
эволюцию энергии возмущения путем анализа соот­

ветствующего функционала. Иногда возможно по­
добрать положительно определенные функционалы, 
примером которых является функция Ляпунова. Та­
кие функционалы позволяют расширить область зна­
чений критических чисел, гарантирующих безуслов­
ную устойчивость [ 1]. 

В настоящей работе приведены результаты экспе­

риментальных исследований физических параметров, 
определяющих числа Марангони и Рэлея, для реаль­

ного поверхностного микрослоя океана. На основе 

эксперимента выполнена оценка критического числа 

Марангони. Полученные величины сопоставлены с 

теоретическими значениями критических чисел Рэлея 

и Марангони. 
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Постановка задачи 

Рассмотрим уравнения движения бесконечного 

слоя толщиной d вязкой несжимаемой ньютоновской 
жидкости с плотностью р' вязкостью µ = v р' коэф­
фициентом термического расширения / и коэффици­
ентом термодиффузии k . Ускорение свободного па­
дения равно g. Пространство над жидкостью будем 
считать заполненным нейтральным газом с прене­

брежимо малыми вязкостью и плотностью. Напра­

вим ось z вертикально вверх. Пусть нижняя граница 
слоя находится на твердой поверхности, температура 

которой задана, а разность температур на нижней и 

верхней границах равна ЛТ. Мы будем пользоваться 

приближением Буссинеска. Положение верхней гра­

ницы будем записывать как S(t): z = 1 + 'Тl(х, t), 
где 'Т/ - величина отклонения верхней границы от 

положения равновесия. 

Возмущения параметров, определяющих основное 

состояние такой системы, в безразмерном виде удов­

летворяют следующим уравнениям [2, 3]: 

1 (дvi . дvi) _ дтij R Bk· - -+v-- ---+а, 
Pr дt 3 дхj дхj 

( ki = (о, 1)) , 

д() д() 2 
-
8 

+ Vi-
8 

= \i' () + W, 
t Xi 

дvi 
-д =0, 

Xi 

(1) 

где v - возмущение скорости, () - возмущение 

температуры, w - вертикальная составляющая ско­

рости возмущения, Tij - тензор напряжений (здесь 

и далее нижний индекс подразумевает проекцию со­

ответствующей величины на оси координат х и z, 
причем по повторяющимся индексам производит­

ся суммирование), Pr = v/k - число Прандтля, 

Ra = 1ЛTgd3/(vk) - число Рэлея. 
Граничные условия имеют вид 

на поверхности (при z = 1 + 'Т/) : 
1 

(Тijnj =С [К('Т])((Т(В) + МаС'Т])-

- В('Т7 + аЛТ'Т]2)]пi - ма( 8() -
8
"l)tkti, 

дхk дхk 

"lt = Nvini, 
д() 1- N 
дxini= ~, 

на дне (при z = О) : 

Vi = () = 0, 

(2) 

где К('Тl) = ~3 z:~' N = J1+ (Z:) 2 а ni = 
= ( - а,,, 1) ~ и t. = (1 а,,,) ~ - нормальный и 
- дх ' N ' - ' дх N 

тангенциальный по отношению к поверхности жид­

кости единичные векторы соответственно, (Т( В) -
безразмерный коэффициент поверхностного натяже-

ния, Ма = - ( Z;) ЛТ d / µk - число Марангони, 
С= µk/((Тod) - капиллярное число, В= pgd2 /(То -
число Бонда, (То - коэффициент поверхностного на­
тяжения на свободной поверхности. 

Решение задачи на основе спектральной теории 

Линеаризуя уравнения (1), (2), получим 

__!_ дvi _ дтij R () k. 
Pr дt - дх · + а " 

J 

д() 2 

дt =У' () + w, 

дvi 
-д =0, 

Xi 

при z =О: 

Vi = () = 0, 

при z = 1: 
(3) 

Разлагая параметры системы по малому парамет­

ру С, который для океана имеет порядок 10-7 , из (3) 
а2,,, 

получим дх 2 - в,,, = О, и, следовательно, 'Т/ = О. 
Используя этот результат, находим 

д(Т·. 

д iJ + y1Ra <pki =о, 
Xj 

V'2 <p + VRaw =О, 
дvi 
-д =0, 

Xi 

при z =О: 

Vi = <р = 0, 

при z = 1: 

w=O, 

д<р 
дz =о, 

где введено обозначение <р = JRa )..(). 

(4) 
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Решение задачи на основе энергетической теории 

Энергетический функционал типа Ляпунова для 
задачи (1), (2) имеет вид [3] 

1 02 

Е = <-Рr- 1 и·и-> + Л1<->+ 2 i i 2 
S(t) 

л J ~ ( 2 ,лтТ/з) _!__ dS + 2 2 Т/ + 3 N ' 
о 

где использовано обозначение < .. -> 
S(t) хо 1+11(x,t) 

= J J ... dzdx (заметим, что f ... dS 
о о о 

хо 

= J ... N dx, где х0 - период возмущения), Л1 > О, 
о 

Л2 > О - параметры связи. Параметры связи произ-

вольны и выбираются так, чтобы расширить область 

устойчивости. 
Достаточное условие устойчивости решений сис-

темы (1), (2) дает вариационное уравнение д(dЕ + 
dt 

+<2р ~~: >+/3 J ТJdx) =О, где 2р и j3 -множители 
х 

Лагранжа. 

Выполняя разложение по малому параметру С, 

получаем: 

д (О) 
СТ·. (О) 

_iJ_ + 1:тJ (O)k· - 0 
д v ка <р , - , 

Xj 

\i'2<p(O) + VRa(O) W(O) = 0, 

дv~О) 
_д~ =0, 

Xi 

при z =О: 

v~o) = и(О) =О 
i т , (5) 

при z = 1: 

д<р(О) 1 1 дv(О) 
-- = -Ма-----
дz 2 VRa(o) _х(о) дх ' 

д<р(О) дw(О) 1 1 д<р(О) 
--+ -- = --Ма-----
дz дх 2 vRa(O) _х(о) дх ' 

VRa(O) = ~ yRa(O) (л (О) + _1_) 
2 _х(о) , 

где индексом (о) обозначены величины при нулевой 
степени С. 

Решения уравнений (4) и (5) находились путем 
представления физических величин р, v , w и В в виде 
fi(z) el!!( iax). Полученная затем система дифферен­
циальных уравнений решалась методом Гаусса. 

Зависимости критических чисел от волнового чис­
ла а представлены на рис. 1. Наименьшая область 
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Рис. 1. Критические числа, рассчитанные на основе энер­
гетической теории, при различных значениях волнового 

числа а 

60 

гарантированной устойчивости соответствует волно­

вому числу а ~ 2. При глубине слоя d = 1 см зна­
чение а ~ 2 соответствует длине волны возмущения 
А = 7rd ~ 3 см. Другими словами, критический раз­
мер возникающих конвективных ячеек в сантиметро­

вом слое жидкости равен 3 см. 

Экспериментальные резу ль таты 

В природных условиях величина поверхностного 

натяжения ст, а следовательно, и величина дст / дТ 
имеют достаточно сложную зависимость от темпе­

ратуры [4]. Для уточнения этой зависимости в ла­
бораторных условиях были проведены измерения 
поверхностного натяжения морской воды, в кото­

рую была добавлена сине-зеленая микроводоросль 
Platymonиs viridis. Измерения проводились на весах 
Ленгмюра улиточного типа в диапазоне темпера­

тур 10--;- 35 °С. Как натурные [4], так и лаборатор­
ные измерения показывают, что существует диапазон 

температур, при котором наблюдается рост числа 

Марангони. По данным натурных наблюдений это 

диапазон 24 --;- 28 °С, по данным лабораторных изме­
рений - диапазон 19--;- 25 °С. В таблице приводятся 
типичные для морских условий безразмерные числа, 
полученные в результате расчетов по справочным 

данным и натурным измерениям [4]. 

Безразмерн111 числа при температуре воды 

Т = 20 °С и солености S = 35 о/оо 

Pr 7 

Ra 1, 9. 104 

в 1300 

Ма 1, 3. 106 7 1, 2. 105 
•) 

2,01·106 7-1·106 **) 

с 2. 10-7 

•) Натурные измерения. 
**) Лабораторные измерения. 
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Рис. 2. Границы устойчивости для горизонтального слоя 
жидкости, определенные с применением спектральной 

(Ra ~) ) и энергетической (Ra ~) ) теорий в нулевом при­
ближении. Выше нейтральной кривой - область устойчи-

вости, ниже - область неустойчивости 

Сопоставление теоретических 

и экспериментальных результатов 

Решения систем уравнений (4) и (5) представлены 
графически на рис. 2. Выше нейтральных кривых 
находится область устойчивости, ниже - область 

неустойчивости. 

На основе зависимости Ra ~) (Ма) можно оценить 
критическую толщину слоя морской воды, в котором 

сопоставимы энергии конвекций Рэлея и Марангони. 

Зависимость Ra ~) (Ма) можно представить в 
линеаризованном виде, совпадающем с видом 

(О) . Ra Ма - -
RaL (Ма) (см. рис. 2). - + - - 1, где Rae = Ra 

Rae Мае 
при Ма = О, Мае = Ма при Ra = О. Из полученных 

кривых следует: Rae = 669, Мае = 57. Подставляя 
в эту зависимость выражения для чисел Рэлея и 

Марангони, получим критическую толщину слоя, 

в котором сопоставимы энергии конвекций Рэлея и 

Марангони: 

lдo-jдTI Rae 

/gp Мае 

На рис. 3 построены зависимости hc от темпера­
туры для чистой воды, по данным натурных [4] и 
лабораторных измерений. 

Для чистой воды величина hc = 2,4 см являет­
ся постоянной. При наличии на поверхности воды 

поверхностно-активной пленки из органических ве­

ществ критическая толщина слоя возрастает, дости­

гая при некоторых температурах 4 см. В лаборатор­
ных условиях концентрация микроводоросли была 
значительно выше, чем в естественных условиях, и 

критическая толщина достигала 1 О см. 

10 20 30 40 
Т, 0С 

Рис. 3. Зависимости критической толщины hc от темпе­
ратуры для чистой воды (пунктирная линия), по данным 

натурных (о) и на основе лабораторных (о) измерений. 
Погрешность измерений Т и hc составляет соответст-

венно ± 0,5 °С и ± 0,5 см (коэффициент доверия 0,9) 

Большие значения hc могут быть объяснены тем, 
что в исходной модели не учитывались вязкость по­

верхностно-активной пленки, значительно уменьша­

ющей интенсивность конвекции Марангони. 

Выводы 

В работе проведено исследование гидродинами­

ческой устойчивости слоя воды относительно перио­

дического возмущения. Для оценки безразмерных па­
раметров модели проведена серия лабораторных из­

мерений зависимости коэффициента поверхностного 
натяжения от температуры. 

С помощью методов энергетической теории, при­

способленной для анализа гравитационно-капилляр­

ной устойчивости в поверхностном микрослое океа­

на, получены следующие результаты. 

1. Найдены семейства зависимостей критического 
числа Рэлея от числа Марангони при различных вол­

новых числах, характеризующих период возмущения. 

2. В лабораторных условиях измерена зависимость 
коэффициента поверхностного натяжения от темпе­
ратуры для морской воды с сине-зеленой микрово­

дорослью Platymonus viridis в диапазоне температур 
10--;-- 35 °С. 

3. Проведена оценка критической толщины слоя 
морской воды, в котором сопоставимы энергии кон­
векций Рэлея и Марангони. 
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