
10 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. No 1 

УДК 517.9 

К ПРОБЛЕМЕ ОПИСАНИЯ ФИНАНСОВЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ. 

ЛИНЕЙНЫЕ ГОМОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

А. А. Бредихин, А. Ю. Лоскутов, А. Б. Седых 

(кафедра физики полимеров и кристаллов) 

E-mail: loskutov@nюldyn.phys.msu.su 

Предлагается один из возможных подходов к математическому описанию некоторых финансовых 

временных рядов. В общем случае моделирование таких рядов требует достаточно большого объема 

данных. Для решения этой проблемы рассмотре111 общий характер поведения траекторий вблизи 

стационарных точек, что позволило построить математическую модель с точностью до конечного 

числа параметров. Описана эффективная техника оценки этих параметров. 

Введение 

В последнее время все большее внимание уделяет­
ся исследованию финансовых временнЬ1х рядов с точ­
ки зрения теории динамических систем. Финансовый 

временной ряд - это последовательность, описыва­

ющая поведение определенного рыночного процесса, 

например курс ценных бумаг или соотношение ва­

лют. Развитие теории в этом направлении дает воз­

можность выявить существо глубинных экономиче­

ских процессов, зачастую скрытых и неявных. Когда 

исследуемая система динамическая (т. е. описывается 

конечным набором дифференциальных уравнений), 
то временной ряд всегда будет функцией от ее фазо­
вой точки. Однако, как правило, заранее неизвестно, 
возможно ли описать временной ряд динамически. 

В рамках современной теории размерности и теории 

динамических систем можно, в принципе, отличить 

шум (случайный процесс) от детерминированного 

поведения и тем самым установить конечномерность 

рассматриваемого явления. 

Допустим, что в результате наблюдений (на­
пример, торгов) была получена последовательность 

{Ym}. Ряд у = {Ym}~=O называется детерминиро­
ванно порожденным, если выполнены следующие 

условия [ 1-3]: а) существуют динамическая систе­
ма {Т} с конечномерным фазовым пространством 
М = { х}, точка х0 и липшиц-непрерывная функция 
ф такие, что ф(Тm(х0)) = Ym для всех m =О, 1, 2, ... ; 
б) dist ( тt х, тtх') ~ const . e>-t dist ( х, х') ' т. е. траекто­
рии динамической системы {Т} не могут разбегаться 
быстрее, чем с экспоненциальной скоростью. Про­

странство всех временных рядов, определенное как 

множество всевозможных последовательностей у, -
это банахово пространство, задавая отображение 
сдвига в котором получим универсальную динами­

ческую систему, порождающую любой ограниченный 

ряд. Теперь, вводя предельное множество, можно 

определить емкость. Если емкость - величина ко­

нечная и траектории универсальной динамической 

системы не могут разбегаться со скоростью большей, 

чем экспоненциальная (что означает конечность мак­

симального показателя Ляпунова для процесса у), 
то исследуемый ряд является детерминированно по-

рожденным и описывается конечномерной системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Если 
тем или иным образом восстановить явный вид 

этих уравнений (хотя бы с точностью до некоторых 
параметров), то тем самым становится возможным 

описывать поведение исследуемого временного ряда. 

Таким образом, изучая тот или иной временной ряд, 

возможно восстановить многие свойства исходной 

динамической системы и получить представление о 

ее аттракторе. 

В ряде работ (см., напр., [4-6] и цитируемую 

там литературу) был проведен анализ некоторых фи­
нансовых временных рядов и показано, что многие 

из них имеют конечную емкость. Таким образом, 

эти ряды могут быть описаны обыкновенным диф­
ференциальным уравнением. В общем случае такое 
уравнение представляется в виде 

(1) 

где F - некоторая функция, t - время и ai -

совокупность параметров. Для описания динамики 

временного ряда необходимо восстановить правую 

часть в уравнении (1). В некоторых работах (см., 

напр., [7-9] и приведенные там ссылки) проводились 
оценки длины временного ряда, необходимой для 
построения функции F. Эти оценки показывают, что 
в большинстве случаев имеющихся данных недоста­
точно для определения правой части уравнения (1). 

Для решения этой проблемы можно предложить 
подход, в основу которого положены следующие 

особенности финансовых рядов: 
зачастую курс акций колеблется в ограниченном 

интервале между так называемыми уровнями под­

держки и сопротивления; такое поведение называется 

гомодинамическим, т. е. соответствующим практи­

чески неизменному закону движения; 

время от времени курс акций «пробивает» эти 
уровни и после переходного процесса выходит на 

другой гомодинамический участок. 

Интерпретация этих особенностей с точки зрения 

теории динамических систем составляет суть данной 

работы. 
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Линейные гомодинамические модели 

Обыкновенное дифференциальное уравнение (1) 
может быть представлено в виде системы из п диффе­
ренциальных уравнений первого порядка. Фазовым 

пространством такой системы является п-мерное ев­

клидово пространство. Каждому мгновенному состо­

янию системы отвечает фазовая точка этого про­
странства, и каждой точке пространства соответству­

ет определенное и единственное состояние системы. 

Динамику системы (1) можно представить как 
последовательное изменение положения фазовых то­
чек, т. е. траектории движения этих точек в фазовом 
пространстве. Таким образом, поведению исходной 

системы (т. е. рыночного процесса) будет отвечать 

решение п обыкновенных дифференциальных урав­
нений и соответствующая фазовая траектория. 

Вследствие существования уровней поддержки и 

сопротивления в определенные интервалы време­

ни финансовые временные ряды имеют достаточно 
большие участки, соответствующие мало изменяю­

щемуся закону движения. Такие участки называют­

ся гомодинамическuми. Как правило, гомодинами­
ка (при некоторых дополнительных допущениях -
см. ниже) может наблюдаться в периоды спокойно­

го экономического состояния. Рассмотрим подход к 

описанию гомодинамических участков финансовых 
временных рядов. 

1. Исходные гипотезы. Для построения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, опи­
сывающих динамику гомодинамического финансо­
вого временного ряда, примем следующие исходные 

гипотезы. 

1. Гомодинамические участки соответствуют дви­
жению системы в малой области фазового простран­
ства. 

2. Достаточно длительное движение системы в 

малой области фазового пространства возможно по 
следующим причинам: 

а) траектория находится в области притяжения 

неподвижной точки (такое движение называют го­

модинамическим движением первого типа); 

б) траектория находится в области неподвижной 
точки, притягивающей по одним направлениям и 

отталкивающей по другим (такое движение обыч­

но называют гомодинамическим движением второго 

типа). 

3. Систему дифференциальных уравнений вблизи 
неподвижных точек можно линеаризовать. В этом 

случае, переходя обратно от системы к дифференци­
альному уравнению п-го порядка, получим линейное 

уравнение. Следовательно, гомодинамическое движе­

ние может быть описано линейным дифференциаль­
ным уравнением. 

4. Прекращение гомодинамического движения мо­
жет происходить 

а) в результате внешнего шока, т. е. воздействия 

факторов, не учтенных в системе; очевидно, такая си­
туация допустима для гомодинамического движения 

как первого, так и второго типа; 

б) в результате выхода из области, в которой 
справедлива линеаризованная система (см. п. 3); этот 
случай может иметь место лишь для гомодинамиче­

ского движения второго типа. 

Таким образом, мы допускаем, что большую часть 
времени система проводит вблизи неподвижных то­
чек. Кроме того, по тем или иным причинам траек­

тория может переходить из окрестности одной непо­

движной точки к другой. 

2. Формулировка модели. Следуя принятым ис­
ходным гипотезам, представим изменение цены на 

некотором гомодинамическом участке следующим 

образом: 

P(t) = p(t) + e(t), 

dnp(t) ~а dmp(t) =О 
dtn + ~ m dtm ' 

(2) 

m=O 

где P(t) - наблюдаемое значение цены в момент 
времени t, e(t) - белый шум с нулевым средним 
и дисперсией v, p(t) - математическое ожидание 
исследуемой величины в момент времени t, am -
постоянные коэффициенты. Присутствие в наблюда­
емых ценах случайной составляющей в реальности 

неизбежно. 

Решение дифференциального уравнения (2) можно 
записать в виде 

п 

p(t) = L Zm ewmt. 

m=l 

Таким образом, для прогнозирования соответствую­

щего временного ряда необходимо уметь оценивать 

неизвестные параметры Zj и Wj. 

3. Техника оценки параметров. Поскольку случай­
ный аддитивный член е ( t) является белым шумом, 
оценку параметров можно производить методом наи­

меньших квадратов. Следуя этому методу, необходи­
мо произвести минимизацию по неизвестным пара­

метрам функции следующего вида: 

(3) 

Минимизация функции (3) затрудняется тем, что 
параметры Zj и Wj, вообще говоря, комплексные 

числа. Кроме того, они не являются независимыми 

величинами, т. е. если lm Wj -/::- О, то существует k-/::- j 
такое, что Zj = zZ, Wj = wZ. Здесь и далее звездочка 
обозначает комплексное сопряжение. Минимизация 

функции (3) должна проводиться поэтапно. 
На первом этапе предположим, что комплексные 

параметры отсутствуют. Тогда необходимо найти 

минимальное значение функции (3) и набор пара­
метров Zj, Wj, соответствующий этому значению. 
На втором этапе допустим, что существует пара со­

пряженных друг другу комплексных параметров w 1 
и w 2 и им соответствует пара сопряженных парамет-
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ров z1 и z2 . Остальные параметры действительные. 

В этом случае функция (3) запишется следующим 
образом: 

(4) 

Здесь z1 = Rl ехр( i<p1), z2 = Rl ехр( -i<p1), w1 = 
= v1 +iи1 , w 2 = v1 -iu1. Минимизируем функцию (4) 
по действительным параметрам R 1, <р 1 , v1 , и1 , 

zз, .. . ,zп, wз, .. . ,wп. На k-м этапе (k ~ [п/2] + 1, 
где операция [·] означает взятие целой части) рас­
смотрим k-1 пар сопряженных друг другу комплекс­
ных параметров: w 1 и w 2, ... , w2k-з и W2k-2. Им 
соответствуют k - 1 пар сопряженных параметров: 
z1 и z2, ... , z2k-з и z2k- 2 . Остальные параметры 
будут действительными. Тогда функция (3) примет 
вид 

t Zm ewmts) 2 -----+ min. 

m=2k-1 

(5) 

Здесь zz = Rz ехр( i<pz), zz+1 = Rz exp(-i<pz), 
wz = vz + iиz, wz+1 = vz - iиz. Теперь необходимо 
минимизировать функцию (5) по действительным 

параметрам Rl, ... , Rk-1, <pl, ... , <pk-1, v1, ... , vk-1, 
U1, · · .,Uk-1, Z2k-1, · · .,Zп, W2k-1, · · .,Wп. 

Таким образом, после [п/2] + 1 этапов будем 
иметь [п/2] + 1 значений функции (3). Выбирая 
минимальное из этих значений, тем самым найдем 

оптимальные величины параметров Zj и Wj. 

Заклmние 

Цель настоящей работы состояла в демонстрации 
принципиальной возможности провести реконструк­

цию правой части дифференциального уравнения (1) 
на основе общих соображений без использования 

длинных рядов наблюдений. Однако для разработки 

описанной модели использовались достаточно жест­

кие предпосылки, и поэтому авторы не претендуют 

на то, что удалось предложить рабочий инструмент 

моделирования. Тем не менее вполне возможно, что 

развитие предложенного подхода позволит перейти к 

практическому использованию теории динамических 

систем на финансовых рынках. Для этого необходи­
мо предложить алгоритм для выделения гомодина­

мических участков траектории. 

В то же время предложенный подход дает основа­

ние считать, что в некоторых случаях моделирование 

и прогнозирование на основе анализа ограниченных 

временных рядов может быть достаточно просто ре­
ализовано, поскольку гипотеза о гомодинамичности 

траекторий имеет под собой реальную почву для 
большого числа наблюдаемых. 

В данной работе представлен только один из воз­

можных подходов. Естественно, решение проблемы 
описания финансовых рядов этим не исчерпывается. 
Например, среди зарубежных исследователей весь­

ма популярным подходом для анализа финансовых 
временных рядов является идея использования кон­

цепции так называемой авторегрессионной условной 

гетероскедастичности (см. об этом подробнее [10]). 
Эта концепция состоит в том, что изменение диспер­

сии определяется не внешними факторами, а внут­
ренними параметрами и предысторией системы, в 

частности реализованными в предыдущие моменты 

времени значениями временного ряда. Использова­

ние такого подхода показало его богатые возмож­

ности при объяснении статистических особенностей 
временных рядов, возникающих на валютных и иных 

финансовых рынках, в том числе и российских [10]. 
Другой подход связан с использованием данных 

о процессе формирования цен финансовых активов. 
Эти данные в основном сконцентрированы в само­

стоятельном разделе экономической теории, называе­

мом теорией финансов. Использование моделей этой 
теории может оказаться полезным при определении 

вида функции F (см. (1)) с точностью до конечно­
го числа параметров. В свою очередь, определение 

параметров может быть произведено на основании 
оптимального приближения решения уравнения (1) к 
имеющимся данным [11]. При этом длина известных 
временных рядов, необходимая для определения па­
раметров, может быть на несколько порядков мень­

ше, чем для решения исходной непараметрической 

задачи. 
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