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Исследована псевдосферическая поверхность, отвечающая двухсолитонному решению уравнения 

sin-Гордона. Для построения поверхности применяется известное преобразование Бэклунда. Получе­

ны в параметрическом виде выражения для линий уровня двухсолитонной поверхности и исследованы 

их геометрические свойства. 

1. Преобразование Бв:лунда псевдосферических 

поверхностей 

Рассмотрим уравнение sin-Гордона 

Zxt = Slll Z. (1) 

Уравнение ( 1) принадлежит А 2 -классу дифференци­
альных уравнений [1], которому в трехмерном евкли­
довом пространстве Е3 соответствует метрика чебы­
шевской сети на поверхности с кривизной К = -1 : 

ds2 = dx 2 + 2 cos z(x, t)dxdt + dt2
• (2) 

Отметим, что если z = z(x, t) - решение уравнения 
(1), то в геометрическом смысле z(x, t) - сетевой 
угол чебышевской сети [2]. Известно, что широкий 
класс точных решений уравнения (1) может быть по­
лучен методом преобразования Бэклунда (ПБ). Гео­

метрическое содержание ПБ состоит в том, что если 

в трехмерном евклидовом пространстве Е3 задана 
псевдосферическая поверхность S с радиус-векто­
ром r, то, исходя из этой поверхности S, можно 
построить новую поверхность S* той же кривизны, 
определяемую радиус-вектором R. 

В настоящей статье исследуется поверхность, со­

ответствующая двухсолитонному решению уравне­

ния (1). Приведем форму ПБ в этом случае [3]: 

2р ( zk,p zk,p) 
R = r + ---

2 
т1 cos - 2

- + т2 sin - 2
- , 

1 +Р 2 2 
(3) 

где R и r - радиус-векторы соответственно двух­

солитонной и односолитонной поверхностей, а zt 

и z;'v - одно- и двухсолитонные решения уравне­
ния (1). В качестве односолитонной рассматривается 
винтовая поверхность [ 4], радиус-вектор которой за­
дается следующим образом: 

r _ (- ----'!!5__ sin <р • ----'!!5__ cos <р • _ ----'!!5__ th х t) 
- 1 + k2 ch 'ljJ ' 1 + k2 ch 'ljJ ' 1 + k2 7/J+ + ' 

где <р = х - t, 'ljJ = kx + t / k . 

2. Линии уровня двухсолитонной поверхности 

Исследуем аналитический вид линий уровня двух­

солитонной поверхности. 

Как видно из метрики (2), поверхности с данной 
квадратичной формой имеют особенности (нерегу­
лярные ребра или острия) при z = 7rn, где п - целое 

число, при условии обращения в нуль дискриминанта 

метрики. Предполагая, что числовые параметры k 
и р решения z;'v не равны нулю, сделаем следующее 
линейное преобразование координат: 

в результате которого двухсолитонное решение при­

мет удобный для нахождения линий уровня вид: 

k (k + Р e-(k-p)u - e(k-p)u) 
z ,р - 4 arctg -- · --------

2 - k - р e-(k+p)v + e(k+p)v . 
(4) 

Рассмотрим случай, когда lkl #- IPI. Полагая в (4) 

z;'v =О, 7r, -7r, получаем соответственно три линии 
уровня. 

Линия уровня, которая отвечает z;'v = О, в исход­
ных переменных представляет собой прямую, прохо­

дящую через начало координат (в плоскости пара­

метров (х, t)): 

kpx - t =О; 
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линии уровня, определяемые решениями z;'v = 7r и 
z;'v = -7r, задаются в виде 

{ 

1 (k - р ) x(v) = ±-k-arsh --ch((k + p)v) + v, 
-р k+p 

kp k-p 
t(v) = =f k _ р arsh (k + р ch((k + p)v)) + kpv, 

где верхние знаки относятся к z;'v = 7r, нижние -
к z;'v = -7r. Перейдем к построению аналитических 
выражений для линий уровня в случае lkl = IPI. Здесь 
возможны два варианта. 

1. Случай k = -р. Такой выбор коэффициентов 
соответствует тривиальному решению и не представ­

ляет интереса в исследовании. 

2. Случай k = р. При этом возникает неопреде­
ленность. Вычислим соответствующий предел: 

. k + р е-(k-р)и - е(k-р)и 4ри 
11m-- -
k--+p k _ р e-(k+p)v + e(k+p)v e-2pv + e2pv' 

т.е. 

zp,p = -4 arct ( 4ри ) 
2 g e-2pv + e2pv · 

Данный случай отвечает взаимодействию двух со­

литонов одинаковой амплитуды. Аналогично проде­
ланной выше процедуре для lkl #- IPI получим линии 
уровня поверхности, отвечающие решению z~'v . 

Линия уровня, определяемая решением z~'v = О , 
в исходных переменных представляет собой прямую, 

v 

проходящую через начало координат (в плоскости 

параметров (х, t)): 

р2 х - t =О, 

линии уровня, соответствующие решениям z~'v = 7r и 
z~'v = -7r, задаются в виде 

{ 

1 
x(v) = =r=- ch(2pv) + v, 

2р 

t(v) = ±~ ch(2pv) + p2v, 

где верхние знаки относятся к z~'v = 7r , нижние -
к z~'P = -7r. 

Заклmние 

Результаты исследования линий уровня z = 7rn 
псевдосферической поверхности, соответствующей 
двухсолитонному решению уравнения sin-Гордо­

на (1), показывают, что двухсолитонная поверхность 
характеризуется тремя гладкими линиями уровня 

(в отличие от односолитонной поверхности - псев­

досферы, имеющей одну линию уровня - прямую, 
отвечающую ребру возврата), расположенными цен­

трально-симметрично относительно начала коорди­

нат. Симметрия линий уровня отражает свойства 

симметрии уравнения sin-Гордона. Также следует 

отметить возможный случай, когда линия уров-

ня в пространстве, отвечающая решению z;'v = О, 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 
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вырождается в линию на плоскости, что соответству­

ет kp = 1. 
В заключение представим аналитический вид ра­

диус-вектора двухсолитонной поверхности, получен­

ной методом ПБ (3): 

R= 
( 

2k sin <р 4р [ cos z;'v 
- 1 + k2 ch 7/; + 1 + р2 .J2V1 + cos zt х 

sin <р sh 7/; sin z;'v 
х - х 

ch
2 

7/J V2J1 - cos zt 
k 2 cos <р ch 7/; - ( k - _!_) sin <р sh 1jJ] 

Х-- k . 
1 + k2 ch2 1jJ ' 

2k cos <р 4р [ cos z;'v 
1 + k2 ch 7/; + 1 + р2 - .J2V1 + cos zt х 

cos <р sh 7/; sin z;'v k 
х h2 .1. - . / 1 + k2 х 

с 'f' .J2 у 1 - cos zt 
х 2 sin <р ch 7/; + ( k - t) cos <р sh 1jJ] . 

ch2 7/; ' 

2k 4р 
- -- th 7/; + х + t + -- х 

1 + k2 1 + р2 

УДК 519.6 

Х COS Z2 ( - ch - 2 7/J + 2) -
[ 

k,p 

V2J1 +coszt 

sin z;'v ~: - 1 ch _2 7/;]) . 
V2J1 - coszt + 1 

На рис. 1 ( k = -1, р = 5 ), рис. 2 ( k = -
1
9
0 

, р = 1
9
°) 

и рис. 3 ( k = 1
9
0 , р = 1

9° ) представлен внешний вид 
линий уровня и соответствующих поверхностей в 

пространстве для заданных коэффициентов. Рисунки 
подготовлены в математическом пакете MathCad 2000 
Professional. 

Автор выражает свою признательность проф. 
А.Г. Попову за полезные обсуждения статьи. 
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Рассматривается задача Коши для двумерного уравнения Лапласа при условии принадлежности 

точного решения некоторому компактному множеству. При заданных погрешностях с помощью 

метода отсечения выпуклых многогранников строятся области, которым принадлежат приближенные 

решения некоторых задач Коши. 

1. Постановка задачи 

Особенностью некорректных задач является не­

возможность оценить близость приближенного ре­
шения задачи к точному [1, 2]. Но если известно, 
что точное решение задачи принадлежит некоторо­

му компактному множеству, то задача сводится к 

нахождению квазирешения и возможна оценка его 

погрешности. В настоящей работе рассматривается 

применение метода отсечения выпуклых многогран­

ников, предложенного в [3], при решении некоторых 
задач Коши для двумерного уравнения Лапласа при 

Задача Коши для уравнения Лапласа является 

классической некорректной задачей, которой посвя­

щены работы многих авторов (см., напр., [4-7]). 
Пусть задана некоторая ортогональная система ко­

ординат (и, v) . Рассмотрим задачу Коши для урав­
нения Лапласа в прямоугольнике D =[О, а] х [О, Ь]: 

{

Lo.w=O, 

w(u, О)= <р(и), 

wv(и, О)= 1/;(и), 

(и, v) Е D, 

и Е [О,а], 

и Е [О,а]. 

условии принадлежности точного решения компакт- Считаем, что <р(и), 1/;(и) Е L2 [0, а]. Необходимо най­
ному множеству. ти функцию µ(и) = w(u, Ь) или µ(и) = wv(и, Ь) 


