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Общее решение этой системы выражается через 
В-функции. Здесь мы ограничимся вырожденным 
случаем 

(20) 

Используем теперь условие унитарности (lв). В ре­
зультате п как функция комплексной переменной z 
является решением краевой задачи и имеет вид 

n(z) = (l/7r) arcsinz + ivГz2=l,8(z), (21) 
где ,в ( z) = - ,в ( - z) - произвольная мероморфная 
функция. Уравнение (21) показывает, что риманова 
поверхность рассматриваемой модели имеет алгеб­

раические точки ветвления при z = ±1 и логариф­
мическую точку ветвления на бесконечности. Теперь 
формулы (9), (10), (14)-(21) дают общее решение 
задачи (1) для матрицы кроссинг-симметрии (8). 

Полученные решения могут быть использованы 

для проверки различных приближенных методов ре­
шения соответствующей динамической задачи. 
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В рамках новой теории возмущений со сходящимися рядами проводится вычисление некоторых 

величин, заданных конечным числом членов разложения традиционной теории возмущений. Полу­

ченные результаты сравниваются с известными точными решениями. 

Введение 

В настоящей работе предложенный нами [ 1] ме­
тод вычисления величин, заданных конечным числом 

членов разложения в ряд теории возмущений, приме­

няется к некоторым задачам, в которых ряды теории 

возмущений факториально расходятся. 

значением конечной суммы fN(g, R) абсолютно схо­
дящегося ряда новой теории возмущений: 

(2) 

Основным средством получения количественной 
информации о величинах, которым сопоставлены ря- где 
ды теории возмущений с факториальной расходимос- R 

А2п(R)= ~ J <р(р)р2пdр, тью, являются метод Бореля и его модификации [2]. 
Этот подход содержит, однако, существенную не­

однозначность, связанную с тем, что суммируется 

некоторый другой ряд, имеющий одинаковые с ис­

следуемым рядом первые члены и асимптотическое 

поведение коэффициентов. 
Напомним, что в рамках нашего метода значение 

суммы 

СХ) 

f(g) = L ап(-g)п, ап ""Сп! аппЬ, (1) 
п=О 

где С, а, Ь - некоторые положительные константы, 
может быть аппроксимировано с высокой точностью 

-R 

СХ) 

<р(р) = __!__ J e-ipr ехр{ -r2m} dr 
27r 

-СХ) 

( m - натуральное число, R - параметр регуля­

ризации, N - число известных членов ряда (1), 
Bk/m = ап, п = k/m при k =О mod m) при про­
извольных значениях параметра разложения g [3]. В 
случае больших g вместо (2) удобнее пользоваться 
разложением по обратным степеням g [1]. 



24 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. No 2 

Везде ниже будем полагать m = 4, что соответ­
ствует использованию трех коэффициентов Bk;4 с 

нецелым k / 4 для каждого интервала ( k, k + 1) и, 
по-видимому, оптимально (см. [3]). 

Хотя в рассматриваемых в настоящей работе зада­

чах известны все коэффициенты ряда традиционной 
теории возмущений (или достаточно большое их чис­

ло), мы ограничиваемся случаем N = 5. Такой выбор 
обусловлен тем, что в ряде физически интересных 
задач, где точные решения отсутствуют (вычисление 

ренормгрупповых функций, критических индексов), 
известно, как правило, 5-7 членов ряда традицион­
ной теории возмущений. Таким образом, мы прово­

дим исследование возможности применения нашего 

метода к решению указанных задач. 

Способы определения параметра регуляризации 

R и коэффициентов Ба , которые заданы при а = п, 
п =О, 1, 2 ... , для нецелых а= 1/4, 2/4, 3/4 ... , под­
робно обсуждались в работах [1, 3]. 

Будем предполагать, что критерии применимости 

[1, 3] предложенного нами метода выполнены. Пока­
жем, что с помощью используемого метода возможно 

получить значения исследуемых величин с высокой 

точностью. 

1. Ангармонический осциллятор 

Энергия основного состояния ангармонического 

осциллятора с гамильтонианом Н = р2 + х 2 + gx 4 

представима в виде расходящегося ряда 

СХ) 

Ea(g) = L ak(-g)k. 
п=О 

Коэффициенты ak были посчитаны в работе [6] 
вплоть до k = 75. Ограничимся первыми пятью: 

Е ( ) ,....., ~ ~ _ 21 2 333 3 _ 30885 4 916731 5 
о g ,...._, 2 + 4 g 8 g + 15 g 128 g + 258 g . 

В области больших значений параметра g имеется 
численное решение уравнения Шрёдингера [5] 

в3хсt (g) = 

= g113 (0.667986259+0.14367g- 2/ 3 _0.0088g- 4!3 + ... ). 
(3) 

Как и в предыдущей работе [1], выберем в качест­
ве функции f(g), к которой применим наш метод, 
функцию 

f(g) = exp{-Eo(g)g}. 

Здесь и ниже коэффициенты Ва с целыми а 
для функции f(g) считаются пропорциональными 
коэффициентам ее разложения в ряд Тейлора в точке 

g= О, Ва = lf(°')(O)I. Для нецелых а коэффициенты 
Ва приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

а Ба а Ба а Ба 

114 0.8409 714 1.2790 1414 82.62 
214 0.7071 914 2.9100 1514 33.24 
314 0.5946 1014 4.8380 1714 205.30 
514 0.6839 1114 8.0440 18/4 510.40 
614 0.9354 1314 33.2400 1914 1387.40 

На рис. 1 кривая I отвечает решению, постро­

енному нашим методом, кривая II - численному 

решению (3). 

Eo(g) 
l.3 .-------..,..-------..-------..----------. 

l.2 

l.l 

0.9 ....__ ___ __...__ ____ ....__ ____ ....__ ___ _.. 

2 3 4 5 б g 
Рис. 1 

2. Уровни энергии электрона при Z > 137 

В пределе малого радиуса ядра ( l ln R 1 ) 1) для 
энергии уровня е вблизи границы нижнего контину­

ума справедливо соотношение [6] 

где х=е2 -1, (=Ze2 ~Z/137, (cr=Zcre 2, Z­
заряд ядра, е - заряд электрона. Для основного 

уровня ls1; 2 

ф(х) = 

= _ _!_{ -ф(х-1/2) + ~[ln _х_ + 1 + х1/2 - (1 + х )1/2]}, 
7r 2 l+x 

(4) 
где 'Ф( х) = Г' ( х) /Г( х). Отсюда для ф( х) можно по­
лучить следующий расходящийся ряд: 

СХ) 

ф(х) = Lak(-x)k, 
k=l 

1 k Г(k-1/2) 
ak = 27rk[(-1) B2k + Г(k)Г(-1/2) -1], 

где B 2k - числа Бернулли. Вычисленные в на­

шем подходе коэффициенты для функции f ( х) = 
= ехр{ -ф( х)} приведены в табл. 2. 
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Таблица 2 

а Ба а Ба а Ба 

114 0.7436 7/4 0.2725 14/4 1.022 
214 0.5432 914 0.3346 1514 1.346 
3/4 0.3867 1014 0.4024 17/4 2.510 
514 0.2675 1114 0.4795 18/4 3.577 
614 0.2700 13/4 0.7672 1914 5.123 

Кривая I на рис. 2 отвечает решению, полученно­
му нашим методом, криваяП-точному решению (4). 

ф (х) 
0.8 ....-----.....------.------..----т-----. 

О.б 

0.4 

0.2 

3 4 
х 

Рис. 2 

3. Лагранжиан Гейзенберга-Эйлера 

Как известно, взаимодействие электромагнитного 

поля с вакуумом заряженных частиц спина s и массы 
т приводит к нелинейной поправке L' к максвел­
ловскому лагранжиану L 0 = (Е2 - Н2)/2. В случае 
постоянных и однородных полей Е и Н для L' 
известны точные одно- и двухпетлевые [7, 8] выраже­
ния. Для иллюстрации применимости нашего метода 

ограничимся рассмотрением однопетлевого вклада. 

В простейшем случае ЕН = О и L' зависит лишь 
от инварианта х = е 2 (Н2 - Е2)/т~, где те-масса 
электрона: 

где B 2k - числа Бернулли. Подставляя эти разло­

жения в ( 5) и интегрируя, получаем для ф s ( х) ряд 
теории возмущений: 

СХ) 

Фs(х) = L(-1)k(2k- З)!cis)(-x)k. 
k=2 

Применим наш метод суммирования к функции 
fs(x) = ехр{-Фs(х )/х}. Вычисленные коэффициен­
ты Ба приведены в табл. 3. 

Таблица 3 

Ба Ба Ба 
а а а 

s=O s = 1/2 s=O s = 1/2 s=O s = 1/2 

114 0.37 0.39 7/4 0.02 0.02 14/4 0.63 0.63 
214 0.14 0.15 914 0.04 0.04 1514 1.28 1.28 
3/4 0.05 0.06 1014 0.06 0.06 17/4 6.37 6.39 
514 0.02 0.02 1114 0.10 0.10 18/4 15.66 15.68 
614 0.02 0.02 13/4 0.31 0.31 1914 38.46 38.51 

Случай s = О иллюстрируется на рис. 3: кривая I 
соответствует решению, полученному в рамках на­

шего подхода, кривая II - точному решению (5). 
Случай s = 1/2 аналогичен. 

ф (х) 
о. l.S ....----..--т----.---т--т----.r-----.--т---т---. 

0.12 

0.09 

0.06 

0.03 

oL-..--==..---1.._--L.. _ _.___..1.....-_L..-----1_---1.._--L.._~ 

О 0.3 О.б 0.9 1.2 l . .S 1.8 2.1 :.1.4 :1.7 Х 3 

Рис. 3 

L'(x) = (2s + 1)т~ Фs(х ), 
47r 

4. Релятивистское уравнение Томаса-Ферми 

Самосогласованный потенциал V(r) в вакуум­
(5) ной оболочке сверхкритического атома подчиняется 

уравнению [9] 

Xs(x) = 1 6 
{ 

х / sh х - 1 + ~х 2 , 
1+ 3 х

2 
- xcthx, 

При х---+ О СХ) 

Xs(x) = L:cis)x2
k, 

k=2 
(О) - 2(1 - 22k-l) 

ck - (2k)! b2k, 

s=O 

1 
s= -

2 

Л V = 47re2 [п ( r) - -
1
-(V2 + 2V) 312

] 
р 31!"2 

где Л - оператор Лапласа, nv(r) - плотность 
протонов в ядре ( li = с= те = 1 ). Положим 

V(r) = - Z~e2 [ ((~µ)] 1/2 

где Z 1 = Z - N заряд атома для внешнего 

наблюдателя, и пусть µ ~ 1 . Решения уравнения 
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в области r ~ 1 обладают свойством перенорми­
руемости, причем ((r, µ) играет роль инвариант­
ного заряда, так что можно ввести j3 -функцию 
/3(µ) = -д((r, µ)/дln rlr=ro. Для /3(µ) можно по­
лучить дифференциальное уравнение, которое с по­
мощью подстановки µ = g2 /4, <p(g) = 2g- 1 j3(g2 /4) 
приводится к виду 

d<p(g) = -1 + i3 (6) 
dg <р 

с граничным условием <p(g) = i3 + O(g5
). Функция 

fЗ(µ) при g---+ оо может быть представлена в виде 
пертурбативного ряда: 

СХ) 

;з(µ) = 2..: ьk(-µ)k, ьk = 22k- 1ak. 
k=2 

Коэффициенты ak , вычисленные с использованием 
рекуррентных соотношений, вытекающих из уравне­
ния (6), приведены в табл. 4. 

Таблица 4 

k ak k ak 

о 1 4 4284 
1 3 5 75978 
2 24 6 1530720 
3 285 7 34237485 

Аналогично предыдущим примерам будем рас­
сматривать функцию f (µ) = ехр{ -/3 (µ) / µ} . Коэф­
фициенты Ва для нее приведены в табл. 5. 

Таблица 5 

а Ба а Ба а Ба 

114 3.7 7/4 1.862 . 104 14/4 1.694. 107 

214 13.9 914 5.074. 104 1514 8.416. 107 

3/4 51.6 1014 8.375 · 104 17/4 1.321. 109 

514 602.6 1114 1.382 . 105 18/4 5.236. 109 

614 1891 13/4 3.411 . 106 1914 2.075 . 1010 

~(µ) 

1500 ..-----т----..-----т----т------. 

1000 

500 

3 4 
µ 

Рис. 4 

На рис. 4 кривая I - решение, полученное исполь­

зуемым в настоящей работе методом, кривая II -
численное решение уравнения (6). 

5. Вычисление (3-функции в теории g1.p4 / 4! 
в двумерном пространстве-времени 

Рассмотрим модель квантовой теории поля с вза­

имодействием g<рп / п! . В этой модели j3 -функцию 
можно записать в виде разложения по степеням кон­

станты связи g: 

СХ) 

/З(g) = L Ck(n)(-g)k. (7) 
k=2 

В двумерном пространстве-времени для коэффици­
ентов Ck(n) при больших п может быть получено 
следующее асимптотическое выражение [10]: 

.J'j,7rk 
Ck(n) = Г(k + l)Г(k - 1) х 

Х (8: k(k+l)/(k-1)) п(k-1)/2 ( 27rn k ~ 1 )-k/2 Х 

[ 
Г(l/k) ] k 

х exp{(l + k)(1+ln7r + 1)} Г(l - l/k) +О(~), 

где / - постоянная Эйлера, е - основание нату­

рального логарифма. Просуммировать ряд (7) мож­
но, заменив его на интеграл Зоммерфельда-Ватсо­
на [10], 

a-+i= . ! dk /З(g) = _2i -. -k ~ Сk(п), 
Slll7r 

1 < (Т < 2. (8) 

Для вычисления нашим методом определим коэф­
фициенты Ва ряда (2), непосредственно продолжив 
С°' ( п) по непрерывности на нецелые а . 

~(g) 
Q.4..----------.-------.-------т-----~ 

О.~ 

о 

о ]0 l5 20 
g 

Рис. 5 

На рис. 5 изображена j3 -функция для наиболее 
физически интересного случая п = 4: результат сум-
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мирования ряда (7) нашим методом - кривая I и 
точное решение (8) - кривая II. 

Итак, во всех разобранных задачах имеет место 
согласие между решениями, полученными в рамках 

нашего метода, и точными решениями. 
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Показано, что представление свободной энергии однокомпонентной плазмы твердых сфер в виде 

суммы свободной энергии системы твердых сфер и энергии однокомпонентной плазмы справедливо в 

случае малых значений коэффициента упаковки или при достаточно больших значениях плазменного 

параметра Г. 

Введение 

Модель однокомпонентной плазмы (ОКП) явля­

ется одной из базовых моделей, применяемых, на­
пример, в астрофизике, теории металлов, физической 
химии [ 1-4]. Эта модель определяется как систе­

ма одинаково заряженных точечных частиц, взаи­

модействующих посредством кулоновского потенци­

ала и помещенных в однородный бесструктурный 

компенсирующий фон, заряженный противополож­
но и обеспечивающий электронейтральность системы 

[1, 2]. В целях более адекватного описания многих 
реальных систем необходимо учитывать конечные 

размеры частиц. Модель однокомпонентной плазмы 

с твердыми сферами (ОКПТС) относится к классу 
так называемых примитивных моделей, широко ис­

пользуемых в теоретических исследованиях распла­

вов солей [5], растворов электролитов [6], жидких 
металлов [7, 8] и суспензий заряженных коллоидных 
частиц [9, 10]. 

Модель ОКПТС изучалась в численных экспери­

ментах методом Монте-Карло [ 11, 12], а также путем 
численного решения интегральных уравнений (ги­

перцепного и Перкуса-Йевика) [13], в рамках средне­
сферического приближения и с помощью кластерно­
го разложения [14, 15]. Однако применение этих ме-

тодов в теоретических исследованиях затруднительно 

в связи с их трудоемкостью, поэтому часто использу­

ется представление термодинамических потенциалов 

ОКПТС в виде суммы потенциалов системы твер­

дых сфер и однокомпонентной плазмы (см., напр., 
[12, 16]). 

Исследование обоснованности представления сво­

бодной энергии ОКПТС в виде суммы свободной 

энергии системы твердых сфер и свободной энер­
гии ОКП путем сравнения уравнения состояния 

ОКП [17] и уравнения состояния ОКПТС, полу­

ченного в настоящей работе, показало, что такое 

представление справедливо при достаточно больших 

значениях плазменного параметра Г = lв/ас, где 

lв = е 2 /(kвТ) - длина Беррума (е - заряд час­
тицы, kв - константа Больцмана, Т - темпера­

тура), ас= (3/(47rp)) 113 
- радиус ионной сферы и 

р = N /О - плотность частиц (N - число частиц, 
rJ - объем системы), либо при малых значениях 

коэффициента упаковки Т/ = ( 7r / 6) pd3 
( d - диа­

метр твердых сфер). Степень неаддитивности (от­
носительная ошибка такого представления) не пре­

вышает 10% в случае Г > 20 либо Т/ < 0.02, но 
может достигать 40 % и более при Г < 4 и при 
Т/ > 0.1. 


