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мирования ряда (7) нашим методом - кривая I и 
точное решение (8) - кривая II. 

Итак, во всех разобранных задачах имеет место 
согласие между решениями, полученными в рамках 

нашего метода, и точными решениями. 
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Показано, что представление свободной энергии однокомпонентной плазмы твердых сфер в виде 

суммы свободной энергии системы твердых сфер и энергии однокомпонентной плазмы справедливо в 

случае малых значений коэффициента упаковки или при достаточно больших значениях плазменного 

параметра Г. 

Введение 

Модель однокомпонентной плазмы (ОКП) явля

ется одной из базовых моделей, применяемых, на
пример, в астрофизике, теории металлов, физической 
химии [ 1-4]. Эта модель определяется как систе

ма одинаково заряженных точечных частиц, взаи

модействующих посредством кулоновского потенци

ала и помещенных в однородный бесструктурный 

компенсирующий фон, заряженный противополож
но и обеспечивающий электронейтральность системы 

[1, 2]. В целях более адекватного описания многих 
реальных систем необходимо учитывать конечные 

размеры частиц. Модель однокомпонентной плазмы 

с твердыми сферами (ОКПТС) относится к классу 
так называемых примитивных моделей, широко ис

пользуемых в теоретических исследованиях распла

вов солей [5], растворов электролитов [6], жидких 
металлов [7, 8] и суспензий заряженных коллоидных 
частиц [9, 10]. 

Модель ОКПТС изучалась в численных экспери

ментах методом Монте-Карло [ 11, 12], а также путем 
численного решения интегральных уравнений (ги

перцепного и Перкуса-Йевика) [13], в рамках средне
сферического приближения и с помощью кластерно
го разложения [14, 15]. Однако применение этих ме-

тодов в теоретических исследованиях затруднительно 

в связи с их трудоемкостью, поэтому часто использу

ется представление термодинамических потенциалов 

ОКПТС в виде суммы потенциалов системы твер

дых сфер и однокомпонентной плазмы (см., напр., 
[12, 16]). 

Исследование обоснованности представления сво

бодной энергии ОКПТС в виде суммы свободной 

энергии системы твердых сфер и свободной энер
гии ОКП путем сравнения уравнения состояния 

ОКП [17] и уравнения состояния ОКПТС, полу

ченного в настоящей работе, показало, что такое 

представление справедливо при достаточно больших 

значениях плазменного параметра Г = lв/ас, где 

lв = е 2 /(kвТ) - длина Беррума (е - заряд час
тицы, kв - константа Больцмана, Т - темпера

тура), ас= (3/(47rp)) 113 
- радиус ионной сферы и 

р = N /О - плотность частиц (N - число частиц, 
rJ - объем системы), либо при малых значениях 

коэффициента упаковки Т/ = ( 7r / 6) pd3 
( d - диа

метр твердых сфер). Степень неаддитивности (от
носительная ошибка такого представления) не пре

вышает 10% в случае Г > 20 либо Т/ < 0.02, но 
может достигать 40 % и более при Г < 4 и при 
Т/ > 0.1. 
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Уравнение состояния для ОКПТС 

Рассмотрим гамильтониан ОКПТС, опустив в нем 

часть, соответствующую идеальному газу: 

(1) 

где ;з- 1 = kвТ. Первый член в правой час
ти (1) соответствует кулоновскому взаимодейст

вию, выраженному в коллективных переменных 

N 
Pk = ( 1/VO) ?= e-ikrj, где Гj - координаты j-й 

J=l 

частицы, vk = 4'тrlв/k 2 и Hhc отвечает взаимодей
ствию твердых сфер. Суммирование в (1) произво
дится по волновым векторам k = {kx, ky, kz}, где 

ki = 27rli/ L (i = х, у, z), li - целые числа, L 3 =О, а 
минус у знака суммы обозначает отсутствие в ней 

члена с k = О , который сокращается с членами, 

описывающими самовоздействие компенсирующего 

фона и его взаимодействие с частицами. 

Конфигурационный интеграл можно записать 
следующим образом [18-20]: 

Q ~ ( ехр {-~ ~(-) vk(PkP-k - р)}) R Qп, (2) 

где Q R - конфигурационный интеграл базисной 

системы твердых сфер и ( ( ... ) ) R = Q-i/ J drN ( ... ) 
обозначает усреднение по базисной системе. В со

ответствии со схемой Хаббарда-Скофилда [18], т. е. 
используя тождество 

( 
1 2 2) 1 1= ( 1 у2 

) ехр --ах = ~ ехр -- 2 +ixy 
2 у 27ra2 2 а 

dy, 

-СХ) 

преобразуем конфигурационный интеграл Q к ви
ду [19, 20] 

где ck = (27rvk)- 1 l 2 exp{vkp/2} и интегриро
вание производится при условии <p-k = <pk 
(звездочкой обозначено комплексное сопряже

ние). Применяя кумулянтное разложение для 

\ ехр { i ~(-) Pk<p-k}) R [21], получаем 

(3) 

с эффективным гамильтонианом Н, определяемым 
соотношениями 

СХ) 

Н = '"'0 1 -п/ 2 '"'(-) (k k ) ~ ~ Un 1, · · ., п <pk1 · · .<pkn' 
n=2 k1 , ... ,kn 

где 

U2 (k1, k2) = ~Jk1 +k2 ,о { 4~~В + (Pk1 Pk2) cR} , 

оп/2-1 

ип(k1, ... , kп) = -iп п! (Pk1 ••• Pkn)cR, п > 2. 

Здесь ( ... )cR обозначает кумулянтное среднее, вы
численное для базисной системы. Дальнейшее рас

смотрение будет проводиться в гауссовом прибли

жении для эффективного гамильтониана, в котором 
опущены все члены выше второй степени по полевой 

переменной <р. Кумулянтное среднее (Pk1 Pk2) cR мо
жет быть выражено через фурье-образ прямой кор
реляционной функции базисной системы с2 (k) [22]: 

(Pk1Pk2)cR = р(1- pc2(k))- 1
. 

Раскладывая c2(k) в ряд c2(k) = c2(0)-c2(k)"k2+. .. , 
выразим с2 (О) через приведенную сжимаемость ба
зисной системы твердых сфер Z 0 = рkвТхн: 

(см., напр., [20]). Для системы твердых сфер из
вестно весьма точное уравнение состояния Карнаха

на-Старлинга [23]: 

fЗFex,hc 
N 

(4) 

из которого с помощью двукратного дифференциро
вания по плотности получаем Z 0 = ( 1 - Т/) 4 ( 1 + 4ТJ + 
4ТJ2 - 4ТJ3 + Т/4 )- 1 . По определению 

с2(О)" = ~ ! r 2
c2 (r)dr = 

= -(7rd5 /120)(16 - llТJ + 4rJ2)(1 - ТJ)- 4 , 

где при вычислении второго момента с2 ( r) было ис
пользовано аналитическое решение Вертхейма-Тьеля 

уравнения Перкуса-Йевика для прямой корреляци
онной функции [24, 25]. 

Проводя (гауссово) интегрирование по перемен

ным <pk [17] в (3), приходим к следующему уравне
нию для избыточной свободной энергии: 

1 '"'(-) 
-/ЗFех = lnQ = fЗFex,hc+ 2 ~ [ak-ln(akZo+8)], 

k 
(5) 

где ak = 47rlвp/k2 , 8 = 1-47rlв(pZa) 2 c~(O). Первый 
член в правой части (5) представляет собой избы
точную свободную энергию системы твердых сфер 
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Fex hc, а второй отвечает электростатической состав
ля~щей свободной энергии. Заменяя в (5) сумми
рование по волновым векторам на интегрирование, 

необходимо учесть, что полное число степеней сво
боды ЗN должно быть равно полному числу физи
чески различных мод [17]. Поэтому интегрирование 
в k-пространстве следует проводить внутри сферы 
радиуса k0 , для которого можно получить оценку 

k0 = (9p7r2) 113 [17]. Учитывая все сказанное выше, 
приходим к следующему выражению для избыточной 

свободной энергии ОКПТС: 

Fex,hcocp 

kвTN 

= Fex,hc + ~ [1n (8 + ЬГZ0 ) - ЬГ (з - 2z0
)] 

kвTN 4 8 

-~ (ЬГZо)3/2 arctg ( {8) (6) 
2 е VЬГZа 

2 (7!"22) 1/3, где Ь = - избыточная свободная энергия 
3 

Fex hc задана соотношением (4), а константа е зави
сит' от коэффициента упаковки Т/ как функция Z0 и 
с2 (0)", определенных выше: 

Из уравнения ( 6) легко получить аналитическое 
выражение для внутренней энергии Иех = ГдFех/дГ 
и сравнить его с результатами численных экспери

ментов методом Монте-Карло (этот метод не позво
ляет непосредственно получать значения Fex). В ра
боте [26] показано, что аналитические результа

ты воспроизводят «экспериментальные» с точностью 

1-3 % практически во всем диапазоне параметров 
Г и Т/ (максимальное отклонение, равное примерно 
12%, наблюдалось в области низкой точности метода 
Монте-Карло). Это позволяет использовать получен

ное уравнение состояния для анализа адекватности 

упрощающих приближений. 

В литературе широко применяется приближение 
аддитивности твердосферной и электростатической 
составляющих свободной энергии, причем для по
следней используется свободная энергия ОКП, т. е. 

системы точечных частиц (см., напр., [12, 16]). Для 
анализа обоснованности применения этого прибли
жения введем степень неаддитивности указанных со

ставляющих: 

ЛF / F = [Fex,hcocp - (Fex,hc + Fex,ocp)] / Fex,ocp, (7) 

которая характеризует влияние исключенного объ

ема (т. е. взаимодействий твердых сердцевин) на 
электростатическую составляющую свободной энер

гии. Для Fex,ocp используем уравнение состояния 
окп [17]: 

Fex оср 3 3 3/2 ( 1 ) -kв_Т_, N- = 4 [ln (1 + ЬГ) - ЬГ] - 2 (ЬГ) arctg -VЫ'-Г . 

ЛFIF 
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Степень неадцитивности (7) избыточной свободной энер
гии ОКПТС в зависимости от величины плазменного па
раметра Г для разных значений коэффициента упаковки 17 
(цифры при кривых). На вставке показаны те же кривые, 

но в большем масштабе по Г 

Зависимость степени неаддитивности свободной 

энергии ОКПТС от плазменного параметра Г для 

разных значений коэффициента упаковки Т/ (рису
нок) показывает, что представление свободной энер

гии ОКПТС в виде суммы свободной энергии систе

мы твердых сфер и свободной энергии ОКП спра

ведливо при Г > 20 или при Т/ < 0.02 (степень 
неаддитивности не превышает rv 10%) и точность его 
повышается с увеличением плазменного параметра 

Г либо с уменьшением коэффициента упаковки Т/ 
(степень неаддитивности не превышает rv 3% при 
Г > 80 или при Т/ < 0.005 ). В противоположном 
случае малых Г (Г < 4) и больших Т/ (ТJ > 0.1) 
точность этого приближения снижается и с ростом Т/ 

ошибка приближения (т. е. степень неаддитивности) 

может достигать 40 % и более. Очевидно, что в этом 
случае следует применять выражение ( 6) либо про
водить более полный учет взаимодействия твердых 

сфер иными способами. 
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Рассматривается смешанная задача для уравн1ения Лапласа во внешней многосвязной области 

с границей, состоящей из простых замкнутых кривых. На некоторых кривых задается условие 

Дирихле, на остальных - условие с косой про111зводной. Задача сведена к однозначно разреши

мому интегральному уравнению Фредгольма вто]Jюго рода в пространстве непрерывных функций. 

Доказано, что решение задачи существует и единственно. 

1. Постановка задачи. Теорема единственности 

Рассмотрим на плоскости х = (х 1 ,х 2 ) Е R2 от
крытую связную внешнюю область пехt с границей 
Г. Считаем, что контур Г состоит из простых глад

ких замкнутых кривых: rt, ... , Г}v-1 ; Гi, ... , ГJу-2 , не 
имеющих общих точек, где N 1 ) 1 и N 2 ) О. Пусть 

nx - вектор внутренней по отношению к области 
Dext нормали к Г в точке х Е Г , а т х - вектор 
касательной к Г в той же точке, указывающий поло

жительное направление обхода области next по г ' 
такое, чтобы при обходе область next оставалась 

N1 N2 
справа. Положим Г 1 = U r;,_, Г2 = U r;. Тогда 

n=l n=l 

Г = Г 1 U Г2 . Будем считать, что Г 1 состоит из ля
пуновских кривых, т. е. Г 1 Е С1 ,л для некоторого 
Л Е (О, 1], а Г2 Е С2 ,о. Рассмотрим задачу в области 
next для уравнения Лапласа. 

Внешняя задача setr. • Найти гармоническую в 
Dext функцию и(х) Е C 2 (Dext) ПC0 (Dext), удовле
творяющую граничным условиям 

и(х)lг1 = fi(x), (1) 

ди ди 1 -
8 

+,в-8 = f2(x), 
llx Тх Г2 

,8 = const, (2) 

и условиям на бесконечности 

lи(x)I ~ С1, IV'u(x)I ~ C2lx1-2, 

lxl = Jxi + х~---+ оо, 

где С1 , С2 - некоторые константы. 

(3) 

Поясним, в каком смысле понимается граничное 

условие (2). В задаче 5ext не требуется непрерывная 
продолжимость первых производных функции и( х) 

на контур Г2 
, а требуется лишь существование на 

Г2 равномерного по х Е Г2 предела комбинации из 
производных ди/дnх+,8ди/дтх при стремлении по 
нормали к Г2 из области next . о функции и( х) ' 
обладающей таким свойством, будем говорить, что 

она имеет правильную косую производную [1] на Г2 . 
Задача 5ext описывает электрический ток в полу
проводниковой пленке (пластинке), расположенной 

в постоянном однородном магнитном поле, когда на 

одной части ее границы (Г 1 ) задается электрический 
потенциал, а на другой (Г 2 ) - нормальная компо
нента плотности тока [ 1]. 

Внешняя задача Дирихле, рассмотренная в ра

ботах [2-5], является частным случаем задачи 5ext 
при N2 = О. Внешняя задача с косой производной 

(N1 =О) изучалась в работах [1, 6, 7] и в задаче 5ext 
исключается из рассмотрения. 

Исследование единственности решения задачи 

5ext проведем методом энергетических тождеств. 


