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Рассматривается смешанная задача для уравн1ения Лапласа во внешней многосвязной области 

с границей, состоящей из простых замкнутых кривых. На некоторых кривых задается условие 

Дирихле, на остальных - условие с косой про111зводной. Задача сведена к однозначно разреши

мому интегральному уравнению Фредгольма вто]Jюго рода в пространстве непрерывных функций. 

Доказано, что решение задачи существует и единственно. 

1. Постановка задачи. Теорема единственности 

Рассмотрим на плоскости х = (х 1 ,х 2 ) Е R2 от
крытую связную внешнюю область пехt с границей 
Г. Считаем, что контур Г состоит из простых глад

ких замкнутых кривых: rt, ... , Г}v-1 ; Гi, ... , ГJу-2 , не 
имеющих общих точек, где N 1 ) 1 и N 2 ) О. Пусть 

nx - вектор внутренней по отношению к области 
Dext нормали к Г в точке х Е Г , а т х - вектор 
касательной к Г в той же точке, указывающий поло

жительное направление обхода области next по г ' 
такое, чтобы при обходе область next оставалась 

N1 N2 
справа. Положим Г 1 = U r;,_, Г2 = U r;. Тогда 

n=l n=l 

Г = Г 1 U Г2 . Будем считать, что Г 1 состоит из ля
пуновских кривых, т. е. Г 1 Е С1 ,л для некоторого 
Л Е (О, 1], а Г2 Е С2 ,о. Рассмотрим задачу в области 
next для уравнения Лапласа. 

Внешняя задача setr. • Найти гармоническую в 
Dext функцию и(х) Е C 2 (Dext) ПC0 (Dext), удовле
творяющую граничным условиям 

и(х)lг1 = fi(x), (1) 

ди ди 1 -
8 

+,в-8 = f2(x), 
llx Тх Г2 

,8 = const, (2) 

и условиям на бесконечности 

lи(x)I ~ С1, IV'u(x)I ~ C2lx1-2, 

lxl = Jxi + х~---+ оо, 

где С1 , С2 - некоторые константы. 

(3) 

Поясним, в каком смысле понимается граничное 

условие (2). В задаче 5ext не требуется непрерывная 
продолжимость первых производных функции и( х) 

на контур Г2 
, а требуется лишь существование на 

Г2 равномерного по х Е Г2 предела комбинации из 
производных ди/дnх+,8ди/дтх при стремлении по 
нормали к Г2 из области next . о функции и( х) ' 
обладающей таким свойством, будем говорить, что 

она имеет правильную косую производную [1] на Г2 . 
Задача 5ext описывает электрический ток в полу
проводниковой пленке (пластинке), расположенной 

в постоянном однородном магнитном поле, когда на 

одной части ее границы (Г 1 ) задается электрический 
потенциал, а на другой (Г 2 ) - нормальная компо
нента плотности тока [ 1]. 

Внешняя задача Дирихле, рассмотренная в ра

ботах [2-5], является частным случаем задачи 5ext 
при N2 = О. Внешняя задача с косой производной 

(N1 =О) изучалась в работах [1, 6, 7] и в задаче 5ext 
исключается из рассмотрения. 

Исследование единственности решения задачи 

5ext проведем методом энергетических тождеств. 
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Чтобы вывести интегральные соотношения для гар
монической функции и( х) , имеющей правильную 
косую производную на контуре Г2 

, введем вспомога
тельный контур Г2 ,d' эквидистантный к Г2 и распо
ложенный в next . Понятие и свойства эквидистант
ной (параллельной) кривой приведены и изучены, 

например, в работе [4]. Точки у* эквидистантного 
контура Г2 ,d получаются из точек у Е Г2 сносом 
по нормали lly ' направленной внутрь области next 

на достаточно малое расстояние d > О (в векторном 
виде у* = у + nyd). Поскольку Г2 Е С2 , то экви
дистантный контур Г2 ,d состоит из простых гладких 

2 d 2 d 
замкнутых кривых Г 1' , ... , Г N

2 
• Вектор нормали 

ny• (или касательной ту*) к контуру Г2 ,d в точке 
у* = (у+ nyd) Е Г2 ,d совпадает с нормалью ny (или 
касательной т У) к контуру Г2 в точке у Е Г2 , т. е. 
lly = lly• и ту = ту* . 

Т е о р е м а 1. Если решение задачи 5ext сущест
вует, то оно единственно. 
Д о к а з а т е л ь ст в о. Покажем, что однород

ная задача 5ext (с fi (х) =О, f 2 (x) =О) имеет только 
тривиальное решение. Пусть u 0 ( х) - произволь
ное решение однородной задачи 5ext. Используя [8] 
(см. также лемму 6.18 из работы [9]), получим, что 
решение однородной задачи 5ext непрерывно про
должимо вместе со своим градиентом на контур Г 1 

из области next: u0 (x) Е С1 ,л(пехtUГ 1 ). Через Dd 
обозначим внешнюю открытую область, лежащую 

в next и ограниченную контуром гd = Г2 ,d u Г 1 . 
Пусть Гн - окружность достаточно большого ради

уса R с центром в начале координат, лежащая в Dd. 
Через D~ обозначим открытую область, лежащую 
В Dext И ограниченную контуром Гd И кривой Г R . 

Функция u 0 ( х) гармоническая в next, поэтому она 

непрерывно дифференцируема в D~ с next и для нее 
справедлива первая формула Грина: 

llV'и0 11i2 (DJ1i) = 

! о дио ! о дио ! о дио 
= - и дnу dly - и дnу• dly* + и дR dly. 

г1 г2.а ГR 

(4) 
Первое слагаемое в правой части (4) равно нулю в 
силу однородного граничного условия (1). Из одно
значности u 0 ( х) следует тождество 

! о дио 1 ! о 2 и -
8
-dly• = - d(u ) =О. 
Ту• 2 

г2.а г2.а 

Комбинируя (4), (5) и учитывая, что ny 
ту = ту* , получаем 

(5) 

lly•, 

(6) 

Переходя в ( 6) к пределу при d ---+ +о, получим в 
силу однородного граничного условия (2) 

(7) 

а при R ---+ оо в (7) с учетом условия на бесконеч
ности (3) приходим к равенству llV'и0 11i2 (De"' ) = О. 
Отсюда вытекает, что любое решение однородной 

задачи 5ext - это константа. Из граничного усло
вия (1) следует, что эта константа равна нулю и 

однородная задача 5ext имеет только тривиальное 
решение. В силу линейности неоднородная задача 

5ext имеет не более одного решения, что и требо
валось доказать. 

2. Сведение внешней задачи к интегральному 
уравнению Фредгольма второго рода. Теорема 

существования 

Решение задачи 5ext будем строить в предполо
жении, что fi(x) Е С0 (Г 1 ) и f2(x) Е С0 (Г 2 ). Рас-
смотрим открытые внутренние области Di, ... , D}v-

1 

и Di, ... , D'jy-
2 

, ограниченные кривыми Гi, ... , Г}у-1 
и Гi, ... , Г'jу-2 соответственно. Как и в работах 
[6, 7], выберем и зафиксируем точки У/, ... , У_&1 
и У12 , ... , YJ

2
, лежащие в областях Di, ... , D}v-

1 
и 

Di, ... , D'jy-
2 
соответственно. Будем искать решение 

задачи 5ext в виде 

(8) 
где v(y) Е С0 (Г). Ядро углового потенциала 7/;(х, у), 
рассмотренное в работах [1, 6, 7, 10], может быть 
определено с точностью до 27rm (m = ±1, ±2, ... ) 
из формул cos •1• (х у) = Xl -yl sin ./, (х у) = х2 -у2 

'f' ' lx-yl ' 'f' ' lx-yl ' 
где lx -yl = J(x1 - У1) 2 + (х2 - У2) 2 . Очевидно, что 
1/;(х, у) - многозначная гармоническая функция, 
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связанная с функцией ln 1 х - у 1 соотношениями Ко
ши-Римана 

дln lx - YI _ д'lj;(x, у). дln lx - YI д'lj;(x, у) 

дn~ дn~ дт~ дт~ 
(9) 

где ~ = х либо ~ = у, т ~ и n~ - векторы касатель
ной и нормали к Г в точке ~ Е Г (см. п. 1). Выберем 

ветви функции 'lj;(x, у) при у Е n;, (п = 1, ... , N 2 ) и 

х Е R2 \ п;,. Ниже под 'ljJ ( х, у) мы понимаем любую 
фиксированную ветвь этой функции, которая непре-

рывно меняется по у в п;, и по х в произвольной 
фиксированной односвязной области D , вложенной 
в R2\D;,. При таком выборе ветвей 'lj;(x, у) четвертое 
слагаемое в (8) будет однозначной функцией в пехt 
(см. [6, 7]). 

Заметим, что первое слагаемое в (8) - потенци

ал двойного слоя на Г 1 ; второе и пятое - сумма 
точечных источников в Y,t tJ_ next (п = 1, ... , N1); 

третье - логарифмический потенциал на Г2 ; четвер
тое слагаемое - сумма модифицированных угловых 
потенциалов на r;;_ (п = 1, ... , N2), которые были 
введены и изучены в работах [6, 7]. Найдем асимп
тотику u[v] ( х) на бесконечности, используя асимп
тотики потенциалов простого и двойного слоя [ 4] и 
модифицированного углового потенциала [6, 7]: 

u[v](x) = J v(y)dly +О ( l~I), lxl---+ оо. (10) 
г 

Очевидно, что u[v] ( х) удовлетворяет условию (3) 
на бесконечности. Отметим, что функция u[v] ( х) , 
определенная в (8), удовлетворяет всем условиям 
задачи 5ext, за исключением граничных условий 
(1) и (2). Действительно, поскольку Г 1 Е С1 ,л при 
Л Е (О, 1], Г2 Е С2 и v(x) Е С0 (Г), то (8) - одно
значная гармоническая функция в пехt ' непрерывно 
продолжимая на г из next ' что следует из свойств 
потенциала двойного слоя [4, 5], логарифмическо
го потенциала [4, 5], углового потенциала [1, 6, 7] 
и модифицированного углового потенциала [6, 7]. 
Кроме того, применяя методику [1, 6, 7], можно 
показать, что u[v] ( х) имеет на Г2 правильную косую 
производную. Подставим (8) в граничное условие (1) 
и, используя формулу для предельных значений по
тенциала двойного слоя [ 4], получим интегральное 
уравнение 

где 

v~x) +A[v](x)=fi(x), хЕГ1 , 

1 ! д A[v](x) = -- v(y)-
8 

ln lx -yldly+ 
27r lly 

г1 

l N1 ! 
+-L:lnlx -Y;I v(y)dly+ 

27r 
n=l г~ 

+__!__ J v(y) ln lx - yldly+ 
27r 

г2 

(11) 

Подставим (8) в граничное условие (2) и, пользуясь 
свойствами потенциалов (см. [1, 6, 7]), получим ин
тегральное уравнение 

где 

х Е Г2 • (12) 

Итак, мы свели задачу 5ext к интегральному 
уравнению Фредгольма второго рода относительно 

плотности v(x) Е С0 (Г): 

v~x) + A[v](x) = f(x), х Е Г, 

{

fi(x), 

f(x) = f2(x) х Е r2, 
(1 + ,82), 

х Е Г 1 , (13) 

где оператор A[v](x) определен в (11) при х Е Г 1 и 
в (12) при х Е Г2 . Справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть fi(x) Е С0 (Г 1 ) и 

f 2(x) Е С0 (Г 2 ). Если v(x) Е С0 (Г) - решение урав
нения (13), то функция u[v](x), определенная в (8), 
является решением задачи 5ext. 
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Изучим уравнение (13). 
Л е м м а. Уравнение (13) имеет единственное 

решение v(x) Е С0 (Г) для любой правой части 
f(x) Е С0 (Г). 
Д о к а з а т е л ь ст в о. В силу альтернативы 

Фредгольма для доказательства леммы достаточно 

показать, что однородное интегральное уравнение 

Фредгольма второго рода (13) не имеет нетриви
альных решений. Пусть v 0 ( х) Е с0 (Г) - решение 
однородного уравнения (13) (с f(x) =О). Подставим 
v 0 ( х) в u[v] ( х) и получим по теореме 2 функцию 
u[v0 ] ( х) , которая будет решением однородной зада
чи 5ext . В силу теоремы 1 

u[v0](x):=O, xEDext. (14) 

Отсюда при lxl---+ оо из асимптотики (10) получа-
ем J v 0 (y)dly =О. (15) 

г 

Рассмотрим функцию 

и*[v0](х) = ~ J v 0 (y) 
8

8 
ln lx - yldly+ 

27r Ту 
г1 

+ 2~ t 1/J(x, У~) J v 0
(y)dly-

n=1 г~ 

-~1/J(x, У}т) J v 0 (y)dly + ~ J v 0 (y)1f;(x, y)dly-
27r 1 27r 

г г2 

-/3 'f. 2~ J v 0 (y)(ln lx - YI - ln lx - Y;l)dly, 
n=l г~ 

которая является сопряженной к u[v0] ( х) в смысле 
соотношений Коши-Римана: 

ди ди* ди ди* 

дх1 дх2' дх2 дх1 · 
(16) 

(Это легко проверить, используя формулы (9).) Из 
(14) и (16) следует, что функция и*[v0](х) в next 

равняется некоторой константе: 

и*[v0](х) :=С= const, х Е Dext. (17) 

С другой стороны, из явного вида функции и* [v0 ] ( х) 
вытекает, что она многозначна в next, так как 
1/J(x, у) и 7f;(x, У~) для п = 1, ... , N 1 - многолист
ные функции. Очевидно, функция и* [v0 ] ( х) может 
равняться константе в пехt только в том случае, 
если она будет однозначной. Из свойств функции 
1f; ( х, у) и явного вида и* [v0 ] ( х) следует, что функция 
и* [v0 ] ( х) может быть однозначной, если выполнены 
условия 

J v0 (y)dly=0, n=1, ... ,N1-1; 

В силу априорной однозначности функции 
и*[v0](х) условия (18) выполняются. Из (15) и (18) 
следует, что выполнены условия 

J v0 (y)dly =О, п = 1, ... , Ni; 

г~ J v 0 (y)dly =О, п = 1, ... , N2. 

г~ 

(19) 

С учетом (19) функция и* [v0] ( х) перепишется в 
виде 

1 ! д и*[v0](х) = - v 0 (y)-
8 

ln lx - yldly+ 
27r Ту 

г1 

+~ J v0 (y)1f;(x, y)dly - р_ J v0 (y) ln lx - yldly. 
27r 27r 

г2 г2 

(20) 
Первое слагаемое в (20) - видоизмененный по

тенциал простого слоя [5, § 12] на Г 1 . Из уравне
ния (13) следует, что при х Е Г 1 

v0 (x) = -2A[v0](x ), х Е Г 1 , (21) 

где A[v0 ] ( х) - оператор, определяемый в (11 ). 
Поскольку Г 1 Е С1 ,\ где,\ Е (0,1], то, исполь
зуя [5, § 51] и учитывая (21), можно показать, что 

.\ 
v0 (x) Е с0,4(Г 1 ). При этом в соответствии с резуль-
татами [ 5] функция и* [v0] ( х) является непрерывной 
в R2\Г2 и гармонической в R2 \Г. Учитывая (17), 
получим, что и* [v0 ] ( х) удовлетворяет в области п;-, 
(п = 1, ... , N 1 ) внутренней задаче Дирихле: 

х Е D 1
· п, Ли*= О, и*lг1 =С= const. 

n 
(22) 

Из единственности решения задачи (22) следует, 
что и*[v0](х) = С в Dl:, (п = 1, ... , N 1). Функ
ция u[v0 ] ( х) связана с и* [v0 ] ( х) соотношениями 
Коши-Римана (16) в R2 \Г, поэтому u[v0](x) :=с;-, -
некоторая константа в n;-, (п = 1, ... , N 1). Учтем 
условия (19) и запишем (8) в виде 

1 ! д u[v0](x) = -- v 0 (y)-
8 

ln lx -yldly+ 
27r lly 

г1 

+~ J v0 (y) ln lx - yldly + р_ J v0 (y)1f;(x, y)dly. 
27r 27r 

г2 г2 

г1 

nf v0 (y)dly=0, n=1, ... ,N2. 

г2 
n 

(18) Здесь первое слагаемое - потенциал двойного слоя 
на Г 1 . По теореме о скачке потенциала двойного 
слоя [ 4, 5] с учетом (14) получим, что v 0 ( х) = -с;-, 



34 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. No 2 

при х Е r;,_ (п = 1, ... , N1). Согласно условиям (19) 
С~= О при п = 1, ... , N 1 , а значит, мы доказали, что 
v0 (x):=O при хЕГ1 . 

Учтем условия (19) и запишем однородное урав
нение (13) при х Е Г2 в виде 

v0 (x) 1 ! 0 д --+- v (y)-Inlx-yldl =0, 
2 27r дnх У 

х Е Г2 • 

г2 

(23) 
Уравнение (23) получается при решении внешней 

однородной задачи Неймана в R2 
\ ( пQ1 D;,) для 

уравнения Лапласа с помощью потенциала просто

го слоя. Как показано в лемме 5 из работы [ 11], 
уравнение (23) имеет только тривиальное решение. 
Следовательно, v 0 

( х) = О при х Е Г. В результате 
у однородного уравнения (13) нет нетривиальных 

решений и, по альтернативе Фредгольма, уравнение 

(13) является однозначно разрешимым для любой 

функции f(x) Е С0 (Г), что и требовалось доказать. 
Поскольку в соответствии с леммой уравнение 

(13) однозначно разрешимо, то из теоремы 2 выте
кает разрешимость задачи 5ext. 

Теорем а 3. Если fi(x) Е С0 (Г 1 ) и f 2 (x) Е 
с0 (Г 2 ), то решение задачи 5ext существует и дается 
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формулой (8), где v(x) Е С0 (Г) - решение однозначно 
разрешимого уравнения (13). 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 

99-01-01063). 
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БИСЦИАНИНОВЫХ КРАСИТЕЛЕЙ В РАСТВОРАХ 
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С. В. Пацаева, А. В. Пехота, В. И. Южаков 
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Исследованы спектрально-люминесцентные свойства четырех бисцианиновых красителей, яв

ляющихся химически связанными димерами, а также соответствующего мономерного красителя. 

Измерены электронные спектры поглощения и шоминесценции водных и этанольных растворов 

красителей. Изучены процессы ассоциации моншv~:ерных и димерных красителей при повышении 

концентрации растворов. 

Органические соединения с двумя сопряженными 

хромофорами представляют большой интерес для 
решения различных прикладных задач, связанных с 

преобразованием световой энергии, так как могут 
эффективно переизлучать ее с большим «красным» 
сдвигом [1, 2]. К числу таких соединений относят
ся бисцианиновые красители (бисцианины), кото
рые являются уникальными объектами для изучения 

взаимодействия хромофоров, поскольку их полосы 
поглощения четко разрешены и обладают большой 

интенсивностью и селективностью. К настоящему 

времени установлены основные связи между харак-

теристиками полос поглощения этих красителей с 

расстоянием и углом между их хромофорами [3]. 
В спектрах люминесценции, однако, подобные за

кономерности практически не выяснены. Кроме то

го, не исследовано влияние ассоциации молекул 

бисцианинов в так называемые физические агре
гаты при увеличении концентрации раствора на 

их спектрально-люминесцентные свойства. В насто

ящей работе представлены результаты исследования 

люминесцентных свойств растворов бисцианинов и 

процессов агрегации их молекул при высоких кон

центрациях. 


