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Вторая часть работы*), посвященной новейшим проблемам нелинейной динамики, представ­
ляет собой обзор недавних результатов, относящихся к теории управления нелинейными (в том 

числе хаотическими) динамическими системами и подавлению хаоса. Описаны современные 

подходы к стабилизации неустойчивого поведения детерминированных систем и наиболее 

приемлемые с прикладной точки зрения методы вывода динамических систем на заданный 

режим движения. 
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Введение 

В течение долгого времени представление о ха­

отических колебаниях ассоциировалось с допуще­

нием, что в системе необходимо возбуждение по 

крайней мере чрезвычайно большого числа степе­

ней свободы. Эта концепция, по-видимому, сфор­
мировалась под действием понятий, сложившихся в 

статистической механике: в газе движение каждой 

отдельной частицы в принципе предсказуемо, но 

поведение системы из очень большого числа частиц 

чрезвычайно сложно, и поэтому детализированное 

динамическое описание теряет смысл. Отсюда -
потребность в статистическом описании. Однако, 
как показали многочисленные исследования, стати­

стические законы, а вместе с ними и статистическое 

описание не ограничены только очень сложными 

системами с большим числом степеней свободы. 

Дело здесь не в сложности исследуемой системы и 

не во внешних шумах, а в появлении при некоторых 

значениях параметров экспоненциальной неустойчи­

вости движения. 

Развитие теории динамических систем внесло 

много нового в понимание происхождения хао­

тичности и привело к ряду важнейших открытий 

(см. обзор [1]). Обоснование эргодической гипо­
тезы Больцмана для определенного класса систем 

[2-4], доказательство сохранения квазипериодиче­
ского движения при возмущении интегрируемых 

систем (теорема Колмогорова-Арнольда-Мазера) 
[5-7], введение энтропии Колмогорова [8-10], под-

За цикл работ «Управление динамическими системами, подавление хаоса и их приложения» А. Ю. Лоскутову в 1998 г. присуждена 

премия им. И. И. Шувалова 1-й степени. 

•) Первая часть «Проблемы нелинейной динамики. !. Хаос» опубликована в журнале «Вестн. Моск. ун-та. Физ. Астрон.» (2001. 

№2. с. 3). 
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ковы Смейла [11, 12] и у-систем Аносова [7, 13] 
стимулировали развитие новых направлений совре­

менной математики и математической физики, отра­

жающих всю глубину проблем, которые рассматри­

ваются в теории хаотических колебаний (см. так­
же [14-17]). Таким образом, проблема предсказу­
емости, первоначально возникшая при описании 

достаточно сложных систем (таких, как гидродина­
мические или системы статистической механики), 
стала общей для многих направлений современной 

науки. 

В связи с этим в последнее время стало интен­

сивно развиваться новое направление в нелинейной 

динамике, посвященное проблемам предсказуемос­

ти поведения хаотических систем, управления их 

динамикой и возможности подавления хаоса. Те­

оретические и экспериментальные работы в этой 

области выявили одно неожиданное и вместе с тем 

замечательное свойство хаотических динамических 

систем: они являются весьма податливыми и чрез­

вычайно чувствительными к внешним воздействи­

ям. По-видимому, именно это обстоятельство лежит 

в основе процессов структурообразования в живых 

тканях. Развитие любого живого организма есть 

последовательность автономных актов самооргани­

зации. Благодаря этому развивающаяся структура 

характеризуется возможностью перейти в одно из 

очень большого числа допустимых равноправных 

состояний. Тем не менее эволюционирующая сис­

тема всегда проявляет только определенную (задан­
ную) динамику. Управление этим процессом может 
быть осуществлено с помощью слабых воздействий, 

которые и влияют на выбор того или иного конкрет­

ного состояния. 

Таким образом, была обнаружена возможность 

управлять динамикой хаотических систем, т. е. 

посредством достаточно слабых воздействий пе­
реводить первоначально хаотические системы на 

требуемый динамический режим и тем самым ста­

билизировать их поведение. Более того, как оказа­

лось, для распределенных сред внешнее воздейст­

вие при некоторых условиях приводит к рождению 

сложных пространственно протяженных структур с 

заданными свойствами. Исследования показали, что 

эти результаты имеют непосредственное отношение 

ко многим областям естественных наук, посколь­

ку на этом пути удается найти подходы к таким 

важным и насущным приложениям, как обработка 

(запись, кодирование и расшифровка) информации 
[18-20], скрытая пересылка зашифрованных сооб­
щений [21-24], проблема самоорганизации и ис­
кусственное создание когерентных структур в рас­

пределенных системах, обладающих пространствен­

но-временным хаосом [25-28], стабилизация сильно 
неупорядоченных сокращений сердечной мышцы и 

дефибрилляция [29-32], инженерия динамических 
систем [33] и др. [34, 35] (см. также обзоры 

[36, 37]). Понятно, что решение даже части этих 
проблем, с одной стороны, в значительной степени 

углубляет понимание процессов и закономерностей, 

лежащих в основе поведения самых разнообразных 

нелинейных динамических систем, и, с другой сто­

роны, позволяет значительно продвинуться в разви­

тии теории нелинейных колебаний как сосредото­

ченных, так и распределенных систем. 

Под стабилизацией неустойчивого или хаотиче­

ского поведения обычно подразумевается искусст­

венное создание в изучаемой системе устойчивых 

(как правило, периодических) колебаний посредст­
вом внешних мультипликативных или аддитивных 

воздействий. Иными словами, для стабилизации 

необходимо найти такие внешние возмущения, кото­

рые вывели бы систему из хаотического режима на 

регулярный. При внешней простоте формулировки 

этой проблемы ее решение для ряда динамиче­

ских систем оказывается достаточно сложной зада­

чей. Более того, хотя в настоящее время имеется 

большое число работ, посвященных этому вопросу 

(см., напр., [38-61], цитированную там литературу 
и обзоры [36, 37, 49, 50, 62, 63]), развить по­
следовательную теорию и более или менее строго 

обосновать возможность стабилизации хаотическо­

го поведения удалось пока только для достаточно 

общих семейств динамических систем [38, 52, 54, 
57, 64-73]. 

Стабилизация хаотического поведения может 
быть осуществлена двумя различными способами. 

Первый из них обеспечивает выведение системы 

из хаотического на регулярный режим посредством 

внешних возмущений, реализованных без обратной 

связи. Другими словами, этот метод не учитыва­

ет текущее состояние динамических переменных 

системы. Качественно отличный от данного метод 

реализуется посредством корректирующего воздей­

ствия в соответствии с требуемым значением ди­

намических переменных и, таким образом, вовле­

кает обратную связь как необходимую компоненту 

динамической системы. По установившемуся согла­

шению первый способ стабилизации хаотической 

динамики называется подавлением. хаоса или конт­
ролированием (иногда управлением или регулиро­
ванием) хаотической динамики без обратной связи. 
Второй способ носит название контролирование 

хаоса с обратной связью (controlling chaos). В свою 
очередь, реализация каждого из этих методов мо­

жет быть проведена параметрическим или силовым 

способом. 

Введение обратной связи является определенным 

преимуществом, поскольку в большинстве случа­

ев такой способ управления приводит к требуемо­

му результату: выбранный заранее седловой пре­

дельный цикл стабилизируется и, таким образом, 

исследуемая система выводится на предписанный 

режим движения. Однако этот метод эффективен, 
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если только изображающая точка находится вблизи 

выбранного цикла. В противном случае необходимо 

использовать дополнительные способы воздействия 

[7 4-77]. В то же время методы без обратной связи 
не требуют введения постоянного компьютерного 

слежения за состоянием системы и менее подверже­

ны воздействиям шумов, что существенно упрощает 

их использование в приложениях [78]. 
Стабилизация хаотической динамики и управ­

ление поведением различных систем составляют 

часть общей задачи управления динамическим.и 
системам.и (см. [79] и приведенные там ссылки). 
Эта проблема может быть решена на основе исполь­
зования различных методов, наиболее известные и 

эффективные из которых представлены в настоящей 

работе. 

1. Системы с внешними возмущениями 

В данном разделе описываются достаточно об­

щие свойства динамических систем, подверженных 

определенным внешним воздействиям. Эти свойства 
позволяют существенно упростить их изучение и 

выявить ряд важных особенностей, присущих ши­

рокому классу возмущенных нелинейных потоков и 

каскадов. 

Поскольку ниже рассматриваются в основном 

системы с хаотическим поведением, введем подмно­

жество Ас множества допустимых параметрических 

значений А, Ас Е А, такое, что при а Е Ас дина­
мическая система (в том или ином смысле, точные 
определения см. в [1, 14]) проявляет хаотические 
свойства. 

1.1. Мультипликативное и аддитивное 
возмущения 

Предположим, что рассматривается динамичес­

кая система 

х = v(x, а), (1) 

где х={х1,х2, ... ,хп}, v={v1,v2, ... ,vп}, aER, 
x(t0 ) = х0 , с некоторым возмущением. Если та­
кое возмущение реализуется посредством мульти­

пликативного воздействия по отношению к дина­

мическим переменным Xi, то говорят, что име­

ет место параметрическое (или м.ультипликатив­
ное) управление, поскольку, как правило, пара­
метры мультипликативно включаются в динами­

ческую систему. В этом случае регулирование со­

стоит в такой модификации функции v в соот­

ношении (1), чтобы новая система :Х = v'(x, а', t) 
имела требуемое (выбранное заранее) поведение. 

Здесь v'(x, а', t) = v ( х, а0 + а1 (t)) и параметр 
а1 (t) обычно является периодической функцией. 
Для параметрических возмущений с обратной 
связью учитывается текущее состояние системы, 

v'(x,a',t) =v(x,a(x(t))), так что параметр а из-

меняется специальным путем, и необязательно пе­

риодически. 

Достаточно часто в приложениях встречает­

ся ситуация, когда мультипликативное введение 

внешних возмущений в систему невозможно. Тог­

да фазовый поток Ft(x, G) разлагается на две 
составляющие: часть, соответствующую невозму­

щенному фазовому потоку, Ft(x), и компонен­
ту pt ( G), которая инициируется исключительно 
возмущениями, Ft(x, G) = Ft(x) + Ft(G). В этом 
случае имеет место аддитивное возмущение, т. е. 

v'(x, а', t) = v(x, a)+g(t), где g(t) обозначает внеш­
нее воздействие. Таким образом, управление дина­

микой системы подразумевает приложение силовой 

компоненты к векторной функции. Поэтому данный 

тип управления поведением динамической системы 

называется силовым.. В свою очередь, если в сило­

вом контроле учитывается обратная связь, то функ­

ция v модифицируется как vi = vi(x, а)+ gk(xi(t)), 
i = 1, 2, ... , п, 1 ~ k ~ п. 

По ряду причин параметрический метод име­

ет определенные преимущества перед силовым. 

Во-первых, в приложениях к физическим, хими­

ческим, биологическим и другим важным системам 

часто рассматриваются величины, пропорциональ­

ные динамическим переменным Xi. Для таких сис­

тем v(O, а1 , ... , am) =О, а гиперповерхности Xi яв­
ляются инвариантными множествами. Это означает, 
что система (1) отражает реальные процессы только 

на симплексе Х = { xl Xi > О, t Xi < const}. 
i=l 

В этом случае внешнее аддитивное воздействие 

может привести к тому, что фазовые траектории 

покинут множество Х, пересекая гиперповерхности 

Xj = О. Поэтому силовое воздействие часто стано­

вится причиной вырождения системы или выхода 

ее на нежелательный режим эволюции. Например, 

для биологических систем это означает вымирание 

части особей. В то же время параметрическое воз­

действие означает изменение ресурсов системы и, 

таким образом, является более тонким в сравнении 

с силовым. 

Во-вторых, силовое возмущение гораздо труднее 

реализовать. Так, для химических систем силовой 

контроль подразумевает введение (и соответственно 
удаление) дополнительных веществ; для биологи­
ческих систем такой метод может быть реализован 

через стерилизацию части особей или посредством 

введения в сообщество дополнительных видов. 

С другой стороны, в противоположность парамет­
рическому воздействию силовой метод, как правило, 

приводит к требуемому результату почти для всех 

систем, поскольку во многих случаях ее естествен­

ное поведение может быть буквально «задавлено» 

внешней силой. 

Опишем один из давно известных результатов, 
касающийся силового воздействия [80]. Рассмотрим 
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следующую систему уравнений: 

х = А(В)х + F(x, В)+ eg(B), 

В= 1, 
(2) 

заданную в некоторой области D = D 0 х R/TZ, 
где D0 с Rп - ограниченная, гомеоморфная шару 

область, содержащая точку х =О и имеющая глад­

кую границу дD0 , и е - параметр. Относительно 
правой части системы (2) будем предполагать сле­
дующее: А(В) и g(B) являются Т-периодическими 
функциями класса с0 , параметр е удовлетворяет 
условию О ~ е ~ 1, и функция F : D ---+ Rп име-

N 
ет вид F(x, В) = 2:: fi(B, х)хА;, N Е N, Ai Е zп, 

i=l 
. п 

Ai = (a}, ... ,ai), ai) О, llAill = 2:: af) 2, где 
k=l 

fi (В, х) - Т-периодические функции и класса С1 

по В, и класса С1 по х в D 0 . В частности, А( В) и 
F(x, В) могут от В не зависеть. В дальнейшем нам 
понадобится понятие тривиального цикла L'{j в D, 
которым назовем множество О х R/TZ. 

Теперь можно получить следующий результат 

(см. [80]): если система 

у= А(В)у, 

0=1 
(3) 

в ограниченной области В : L'{j с В груба, то 
существуют значения е0 > О такие, что для любого 
е < е0 система (2) обладает предельным циклом 
Lт, отличным от L'{j (при е #- О), причем для 
любой окрестности И :J L'{; : И с D существует 
е 1 < е0 такое, что для любого е < е 1 цикл Lт с И. 
Если, кроме того, L'{j является устойчивым для 
системы (3), то для достаточно малых е цикл Lт 
будет асимптотически устойчивым. Таким образом, 

если принять, в частности, п = 2, F(x, В) = F(x), 

А( В) = А = (-~i _ ~д) , д > О, то при е = О 
система (2) описывает нелинейные колебания, за­
тухающие в некоторой окрестности х = О. В этом 

случае приведенное утверждение гарантирует, что 

при наличии достаточно малой вынуждающей силы 

в некоторой окрестности начала координат имеются 

устойчивые периодические колебания. 

На основании этих результатов естественно 

предположить, что если удачно подобрать частоту 

внешнего воздействия на хаотическую систему, 

то даже при достаточно малых амплитудах такое 

воздействие приведет либо к стабилизации не­
устойчивых циклов, существовавших в невозмущен­

ной системе, либо к рождению новых устойчивых 

циклов. Эта проблема была исследована в работах 
[81-83] (см. также [84]), в которых рассматривалось 

силовое возбуждение систем со странным аттракто­

ром. Однако гипотеза о стабилизации хаотических 
колебаний параметрическим образом в области 
Ас, отвечающей существованию только хаотическо­

го поведения (чтобы можно было говорить именно 
о подавлении хаоса), впервые численно получила 
подтверждение в публикациях [85-87] (см. также 
обзор [68]), где был рассмотрен класс дифферен­
циальных уравнений с неполиномиальной правой 

частью. Впоследствии метод подавления хаоса (без 
обратной связи) был аналитически обоснован в 
работах [66, 67]. 

Позже данное направление получило широкое 

распространение после известной работы группы 

из Мэриленда [64, 65], где было показано, что 
при помощи достаточно слабых параметрических 

возмущений возможно стабилизировать практичес­

ки любой седловой предельный цикл, вложенный в 

хаотический аттрактор. Публикация этих результа­
тов стимулировала изучение вопросов стабилизации 

хаотического поведения и вызвала большой интерес 
к проблемам управления неустойчивыми система­

ми. Появилась целая серия работ, как численных, 

так и теоретических, посвященных исследовани­

ям возможности подавления хаоса и получения 

периодической или другой требуемой динамики в 

различных системах и отображениях. Этот раздел 
теории динамического хаоса в настоящее время 

продолжает интенсивно развиваться: публикуются 

новые работы (в основном численные и эксперимен­
тальные), в которых предлагаются либо различные 
усовершенствования уже известных методов, либо 

их приложения к новым классам систем, в частно­

сти к распределенным системам (см., напр., [47, 48, 
58, 88-94] и приводимые там ссылки). 

1.2. Общие свойства периодически возмущаемых 
систем 

Предположим, что рассматриваемая система за­

дается обыкновенными дифференциальными урав­

нениями вида (1). Проблема управления ее поведе­
нием заключается в том, чтобы найти такое внеш­
нее возмущение G, при котором фазовый поток 
Ft(x, G), порождаемый возмущенной динамической 
системой х = v'(x, а, G), стремился бы к выбранно­
му подмножеству Х ( G) ее фазового пространства. 
Подмножество Х ( G) может быть как аттрактором, 
так и неустойчивым множеством. В последнем слу­
чае возмущения G модифицируют систему (1) та­
ким образом, что фазовые траектории подходят к 

подмножеству Х ( G) и остаются в достаточно малой 
его окрестности И :J Х ( G) под действием G. Как 
правило, в приложениях в качестве подмножества 

Х ( G) выбирается цикл определенного периода. 
Для развития аналитического подхода рассмот­

рим отображение Та : М ---+ М, 

Та: х f-------7 f(x, а), (4) 
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гдеаЕА, f={f1, ... ,fп}, х={х1, ... ,хп}.Опре­
делим возмущение G, действующее на множестве 
параметров А, G : А ---+ А, как 

G: а f-------7 g(a), а Е А. (5) 

Тогда результирующее возмущенное отображение 

можно записать в виде 

{ 

xf-------7f(x,a), 

Та: af-----7g(a), хЕМ, аЕА. (6) 

Далее ограничимся только периодическим.и воз­

мущениями. Тогда, анализируя отображение (6), 
можно обнаружить ряд его интересных свойств [68, 
69, 95, 96]. Прежде всего легко понять, что период 
t любого цикла периодически возмущаемого ото­
бражения ( 4) определяется из соотношения t = тk, 
где т - период возмущения и k - положительное 

целое. Действительно, если возмущенное отобра­

жение имеет t-периодический цикл, то последова­

тельность координат точек, которые его формируют, 

также является периодической с периодом t. Но 
последовательность параметров а по определению 

периодична с периодом т. Поэтому всегда t = тk, 
где k - целое. 

Здесь, однако, необходимо сделать одно сущест­
венное замечание. Если спроектировать полученный 

t-периодический цикл на пространство М (т. е. 
просто рассмотреть систему (6) как неавтономную), 
то возможно получить цикл, который не может 

быть назван циклом в обычном понимании. Причина 

состоит в том, что точки цикла, которые отлича­

ются друг от друга только значением координаты 

а (если такие точки существуют), спроектируются 
в одну и ту же точку пространства М. Поэтому 

изображающая точка возмущенного отображения 

будет по нескольку раз попадать в некоторые точки, 

формирующие цикл. Например, для одномерных 

отображений, п = 1, в общем случае в проекции 

на исходное пространство М = I получится цикл 

периода kт. Однако в I возможно получить цикл 

с совпадающими х-координатами, когда Xi = xm, 
ai #- am, i #- m, где (xi, ai) и (xm, am) - точки 
цикла отображения (6). В этом случае на коорди­
натной оси получится (Р - l) точек, где l - число 

совпадений. В частности, при Р = 2 ( т = 2) вполне 
возможно в проекции наблюдать только одну фик­

сированную точку. Для Р > 2 вероятно появление 
более экзотических циклов. Описанная ситуация, 

однако, не является случаем общего положения и, 

как правило, встречается только при специально 

подобранных возмущениях. 

Введение т-циклического преобразования (5) 
отображения ( 4) означает, что результирующее ото-

бражение (6) можно записать как 

1 
Та1 : Х f-------7 f ( х, al) = f1, 

т" ~ т:~ ~ ~ f(~, ~~): f~', 
Та". х f-------7 f(x, ат)= f7 . 

(7) 

Введем в рассмотрение т функций следу­

ющего вида: F1 = f7 (fт-1( ... f2(f1(x)) ... )), 
F2 = f1(f7 (fт-1( ... f3(f2(x)) ... ))), ... , Fт = 
= fт-1(fт-2( ... f1(fт(x)) ... )), где Х = {х1, ... ,хп} 
и fi = иР), ... , fi(n)}' Fi = {FP), ... , рi(п)}' 
i = 1, 2, ... , т, - п-компонентные функции. Таким 

образом, возмущенное отображение (6) представит­
ся как декомпозиция 

Т1 : Х f-------7 F1, Т2 : Х f-------7 F2, ... , Тт : Х f-------7 F 7 , 

(8) 
для которой начальные условия определяются сле­

дующим образом: х1 = f1 (х0 ), х2 = f2(x1), ... , 
Хт-1 = fт-1 (хт-2). Теперь можно доказать [69, 96], 
что если отображение Tk, 1 ~ k ~ т, имеет цикл 
периода t и функции fk(x) непрерывны, то отобра­
жение Tv, р = k + 1 ( mod т), также имеет цикл того 
же периода t. Если цикл отображения Tk является 
устойчивым, то цикл отображения Tv также будет 
устойчивым. Более того, если fk - гомеоморфизм, 

то отображения Tk и Tv топологически эквивалент­
ны. 

В самом деле, допустим, что fk(x), 1 ~ k ~ т, -
функции класса с0 и Tk имеют цикл периода t. 
Это означает, что существует такая точка х, что 

Ft(x) = :Х, F{(x) #- :Х, 1 ~ j < t. Рассмотрим соот­
ношение fk(Fk(x)) = F v(fk(x)), р = k + 1 (mod т). 
Тогда fk(Fk) = F;(fk). Следовательно, для точки 

:Х и п = t найдем: F~(fk(x)) = fk(Ft(x)) = fk(x). 
Более того, при 1 ~ j < t имеет место неравенство 

F~(fk(x)) #- fk(x), поскольку если F~(fk(x)) = fk(x), 

то F~(fk(x)) = fk(F{(x)) = fk(x). Однако из-за одно­
значности функций fi, i = 1, ... , т, можно записать, 

что rk-1 (fk-2( ... fk(F{(x)))) = rk-1 (fk-2( ... fk(x))) 
(см. (7)), т. е. F{+1 (x) = Fk(x). Это противоречит 
предположению, сделанному выше. Иными словами, 

точка fk ( х) является периодической с периодом t 
для отображения Tv. 

Если точка х - устойчивая периодическая точ­
ка отображения Tk , то существует такая окрест­
ность И э х, что для любого х Е И выполняется 

соотношение lim Ftn ( х) = х. Вследствие непре-
п-+оо 

рывности функций fk это означает, что предел 

lim fk(Ftn(x)) = lim F~n(fk(x)) = fk(x). Таким об-
п-+оо п-+оо 

разом, все точки из окрестности fk(U) притягива-

ются к точке fk(x) под действием отображения Т~. 
Основной смысл описанного построения за­

ключается в том, что исследование отображения 
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с периодическим возмущением можно существенно 

упростить. Вместо исходного неавтономного отобра­

жения (6) достаточно рассмотреть одно из авто­
номных отображений Т1 , Т2 , ... , Тт, определяе­

мое выражением (8). Таким образом, вся динамика 
исходного отображения (6) будет задаваться сово­
купностью отображений (8), которые действуют не­
зависимо друг от друга и связаны лишь начальными 

условиями. Это справедливо для любого множества 

допустимых значений А параметра а динамической 

системы ( 4) с периодическим возмущением (5). 

2. Управление хаотическими динамическими 
системами 

Исследования проблемы управления хаотически­

ми системами при помощи периодических воздейст­

вий, по-видимому, начались с публикаций [85-87], 
где изучался отклик дифференциальных уравнений 

определенного класса на параметрические возму­

щения. После появления работ [64, 65] в связи 
с многочисленными приложениями эта проблема 

стала предметом также и экспериментального ана­

лиза (см. [36, 37, 49, 50, 62, 63]). Немного позже 
было показано [60, 97, 98], что для достижения 
контроля над системой можно использовать силовое 

резонансное воздействие. Хотя такое воздействие 

можно реализовать далеко не во всех случаях, его 

достоинство состоит в том, что оно применимо не 

только к хаотическим системам. 

2.1. Метод резонансных возбуждений 

Для управления поведением хаотических дина­

мических систем в ряде работ было предложено ис­

пользовать так называемые резонансные возбужде­
ния [60, 97-99]. Этот метод основан на наблюдении, 
что вследствие нелинейных модовых взаимодейст­

вий периодически возбуждаемая система в типич­

ном случае не будет проявлять периодического пове­

дения. Поэтому для рождения предписанного (т. е. 
заранее заданного) режима движения представляет­
ся естественным возмущать систему специальным 

образом. Следовательно, основную роль в данном 
методе играет допущение, что уравнение движения, 

на которое выходит система после введения возму­

щения, заранее известно. 

Для достижения возможности контроля посред­

ством резонансных возбуждений в динамическую 
систему, находящуюся в хаотическом режиме, не­

обходимо аддитивно включить внешнее возмущение 

F(t): 
х = v(x, а)+ F(t). (9) 

Далее, пусть требуемая динамика задается функ­

цией y(t), которая удовлетворяет так называемому 
уравнению предписанного движения: 

у= g(y). (10) 

Теперь, выбирая возмущение в виде F = g (y(t)) -

-v (y(t), а) и подставляя его в (9), получим урав­
нение контролирования: 

х = v(x, а)+ g(y) - v(y, а). (11) 

Таким образом, если устремить х ---+ у при t ---+ оо, 
то в конечном счете динамика будет представлена 

уравнением (10). 
Отличительной чертой метода управления при 

помощи резонансных возбуждений является тот 

факт, что его практическое применение не огра­

ничивается только хаотическими системами (чего 
нельзя сказать о методе Гребоджи-Отта-Йорка, 
см. ниже). В то же время хаотические системы 
(в некотором диапазоне начальных условий) дей­
ствительно можно «заставить» вести себя предпи­

санным образом. Однако это возможно далеко не 
всегда и существуют начальные условия, для кото­

рых поведение не будет задаваться функцией y(t). 
Кроме того, этот метод контроля сильно зависит от 

знания динамики системы и малые ошибки в модели 
(9) могут расти вследствие возмущения F(t) [99]. 
Тем не менее нетрудно определенным способом 

усовершенствовать контролирование (9)-(11). Это 
приведет к большей эффективности использования 

метода резонансных возбуждений [ 55]. 

2.2. Метод Гребоджи-Отта-Йорка 

Известный параметрический метод с обратной 
связью, предложенный в работах [64, 65] и полу­
чивший широкое продолжение во многих других 

публикациях (ссылки см. в [36, 37, 42, 44, 49, 
50, 62, 63]), основывается на предположении, что 
параметры ai системы могут быть преобразованы в 

неявные (зависящие от х) функции времени. Если 
изображающая точка находится в малой окрест­

ности неустойчивого положения равновесия или 

неустойчивого предельного цикла, то малыми из­

менениями параметров можно добиться, чтобы она 

эту окрестность не покидала. В случае хаотического 
аттрактора тем же способом можно заставить сис­

тему «работать» практически на любом предельном 

цикле, вложенном в такой аттрактор. 

Допустим, что в окрестности неустойчивого 

предельного цикла, который нужно стабилизиро­

вать, система задается отображением Пуанкаре 

Хп+1 = f(хп, а). Для этого отображения предельный 
цикл будет представляться неустойчивой неподвиж­

ной точкой х*. (Для сложного цикла, имеющего 
несколько оборотов, рассматривается соответствую­

щая итерация отображения.) В окрестности х* для 
значений параметра а, близких к выбранному а0 , 

поведение отображения дается линейным преобра­

зованием 

Хп+l - х* =А (хп - х*) + В(а - ао), (12) 
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где А - k-мерная матрица Якоби, В - k-мерный 
вектор-столбец, А= дf/дхlх=х*, В= дf/даlх=х*, 
взятые в точке а= а0 . Если от итерации к итерации 

параметр а изменяется, то, определяя Хп через ли­

нейное отображение (12), можно задать подходящее 
малое отклонение значения а от номинального а0 . 

В линейном приближении это изменение параметра 

можно записать в виде 

лт * ап - ао = -L (хп - х ) , 

где L k-мерный вектор-столбец и Т означает 

операцию транспонирования. Следовательно, из (12) 
находим, что 

где дхп = Хп - х*. Таким образом, неподвижная 

точка х* будет стабилизирована, если определить i 
так, чтобы матрица (А - fJiT) имела собственные 
значения, по модулю меньшие единицы. 

Очевидно, возмущение параметра а вблизи его 
номинального значения не должно быть слиш­

ком большим. Максимально допустимое отклонение 

датах дается выражением датах rv 1 i,T ( Хп - х*) 1 · 

Рассмотрим поведение исходного отображения 

при малом отклонении управляющего параметра, 

-а' < а < а'. Пусть 1-Ч < 1 и IЛиl > 1 - собст­
венные значения, соответствующие устойчивому и 

неустойчивому направлениям на поверхности сече­

ния в точке х*, а е8 и eu - собственные векторы, 

отвечающие этим направлениям. Если отклонить 

параметр а от его номинального значения а0 на 

некоторую величину, а= а, а Е (-а', а'), то по­

ложение неподвижной точки окажется смещенным 

в некоторую другую точку х*(а). Для малых от­
клонений (а - а) новое положение определяется 
соотношением 

_ дх*(а) 1 1 *(-) 
g = да ~ах а. 

а==ао 

Вблизи х* можно использовать линейное прибли-

жение 

Тогда с учетом того, что х* (а) ~ ag, 

где векторы Чи и Чs определяются из соотношений 

чses = чиеи = 1, чsеи = чиеs = О. Следовательно, 
ап = ап(хп). Для Хп---+ х* необходимо, чтобы точка 
Хп почти попала на устойчивое многообразие точки 

х*. Поэтому ап выбирается так, что ЧиХп+l = О. 
Теперь если точка Хп+l попала на устойчивое 

многообразие, то возмущение устремляется к ну­

лю, и поэтому траектория будет притягиваться к 

неподвижной точке х* со скоростью, определяемой 

величиной А.8 • Таким образом, 

(13) 

Когда а > а', то, допуская gqи #- О, находим, 
что ап #- О, только если Хп попадает в область 

lхпчиl < х'. Следовательно, х' =а' 1(1- Л~ 1 )gqиl. 
Таким образом, для малых а' типичное начальное 
условие для исходного отображения рождает хаоти­

ческую траекторию, качественно не отличающуюся 

от неконтролируемого случая до тех пор, пока 

Хп не попадет в эту область. Однако вследствие 
не учтенных в соотношении (13) нелинейностей 
даже в этом случае траектория не всегда может 

быть увлечена возмущением, чтобы управление бы­

ло достижимо. Среднее время такого переходного 
процесса дается соотношением (т) ,..._, (а')-,в, где 
/3 = 1 + ln IЛиl/(2 ln IЛsl- 1 ). 

Процедура стабилизации неустойчивых циклов 

является эффективной, когда траектория близка 

к нужному циклу. Но если она проходит вдали 

от требуемого положения, то может понадобить­

ся достаточно долгое время, прежде чем контро­

лирование окажется возможным. Если аттрактор 

эргодический, то практически любая окрестность 

оказывается достижимой. Однако когда аттрактор 
системы не эргодический и, например, включает 

устойчивые предельные циклы (т. е. является квази­
аттрактором), то этот метод может быть применен 
только для стабилизации некоторых траекторий. 

Для преодоления этих трудностей было предложено 

использовать различные процедуры [7 4-77, 100], 
позволившие по-новому подойти к проблеме стаби­

лизации неустойчивых циклов, а также разработать 

другие близкие по реализации способы контроля 

хаотических динамических систем [43, 44, 47, 57, 
62, 88, 91, 101]. 

Хотя эти методы могут быть использованы до­

статочно широко (от стабилизации поведения сис­
тем химической кинетики до управления сокра­

щениями сердечной мышцы [22, 30, 35, 42, 61, 
78, 92, 102-105], обзоры по экспериментальным 
результатам см. в статьях [62, 63]), основной их 
недостаток сводится к тому, что, применяя их на 

практике, необходимо не только каждый раз за­

давать положение изображающей точки (что не 
всегда возможно), но и учитывать уровень шума, 
поскольку они оказываются весьма податливы к 

влиянию шумовых факторов [78]. Кроме того, опи­
санные методы являются силовыми, и, следователь­

но, они далеко не всегда применимы. Чтобы избе­

жать этих трудностей, нужно исключить обратную 
связь, т. е. рассмотреть чисто мультипликативное 

воздействие. 
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3. Подавление хаоса 

Данный подход к проблеме управления хаоти­

ческими динамическими системами впервые был 

описан в работах [85-87], где для стабилизации 
хаотического поведения было предложено использо­

вать простое периодическое возмущение в области 

значений параметров Ас, отвечающих существо­
ванию хаоса. Этот подход получил аналитическое 
обоснование в ряде последующих публикаций [25, 
28, 66-69, 95, 106-108]. Сейчас этот метод удалось 
обобщить [24, 70-72], так что его использование 
дает возможность не только подавлять хаос, но 

и стабилизировать заранее заданные циклы, т. е. 

управлять системой (см. раздел 4). 

3.1. Параметрическое возбуждение 

Исследуем сначала динамические системы, ко­

торые не обладают хаотическим поведением, но в 
то же время не имеют нетривиальных устойчивых 

циклов. В контексте подавления хаоса проблема 

создания устойчивой динамики для таких систем 

может быть рассмотрена как предварительный шаг 

к построению последовательной теории стабилиза­

ции хаотического поведения для потоков. 

Рассмотрим два дифференциальных уравнения 

второго порядка: 

(14) 

и 

х + х = -ех(х 2 +ах+ 1) (15) 

в области D 0 , где D 0 имеет тот же смысл, что и 

в системе (2), е и а - параметры. Будем пола­
гать, что величина е является достаточно малой, 

О~ е ~ 1. Системы (14) и (15) эквивалентны урав­
нениям вандерполевского типа, которые часто ис­

пользуются как математические модели различных 

радиофизических генераторов [84, 109-111]. 
Остановимся сначала на системе (14). Структура 

ее фазового пространства, которую можно уста­

новить, пользуясь методом усреднения, является 

несложной. Именно: 

а) при а< -1/2 система (14) имеет один устой­
чивый фокус; 

б) при а Е (-1/2, 1) система (14) обладает устой­
чивым фокусом и неустойчивым предельным циклом 

(заметим, что в нулевом по е приближении предель­

ный цикл имеет радиус R = [(1 - а)/(1 + 2а)]114 , 
и поэтому при а, близких к значению -1/2, цикл 
может не лежать в ограниченной области D 0 ); 

в) при а > 1 система (14) имеет только один 
неустойчивый фокус. 

Таким образом, ни при каких ограниченных зна­

чениях а система (14) не обладает устойчивыми 
предельными циклами. Однако ниже будет показа-

но, что при определенных изменениях параметра а 

в данной системе возникают устойчивые периоди­

ческие колебания, амплитуда которых не стремится 

к нулю при е ---+ О. 
Введем периодическое возмущение периода 

Т = 27r / (J) следующим образом: 

х =у, 

iJ=ey [x 4 (1+2hcos2(J)т)- ~(1-hcos2(J)т)]-x, 

+= 1, 
(16) 

где h - амплитуда возмущений, (J) = 1/(1 + ТJЕ) 1 1 2 

и Т/ > О является постоянной величиной. Урав­

нения (16) определены в ограниченной области 
D = D 0 х R/TZ, содержащей начало координат 
и D0 с Rп. Теперь посредством замены пере­

менных () = (J)T, х = Ь cos( <р + В) при условии 

( db / d()) cos( <р+В)- ( d<p / d()) Ь sin( <р+В) = О приходим к 
системе уравнений для Ь и <р, усредняя которую за 

время Т и оставляя только члены первого порядка 

по е (иными словами, переходя к присоединенной 
системе), получим 

db ь h 
d() = еВ(Ь, <р) = е 

16 
(Ь4 - 1)(1+"2cos2<р), 

d<p [Т/ h ] d() = еФ(Ь, <р) = е 2 + 32 (5Ь4 +1) sin2<p . 

(17) 

Хорошо известно, что стационарные решения Ь0 , <ро 

такой системы, т. е. 

В(Ьо, <ро) = Ф(Ьо, <ро) =О, 

а(в,Ф)I -/: 
д(Ь, <р) Ь=Ьо. О, 

(18) 

'Р='Ро 

отвечают предельным циклам системы (16) в ну­
левом порядке теории возмущений, устойчивость 

которых совпадает с устойчивостью решений (18). 
Кроме того, бифуркационные значения параметра h 
в (17) с точностью до О ( е) совпадают с соответ­
ствующими значениями для системы (16). 

Легко видеть, что система (18) кроме решения, 
отвечающего тривиальному циклу L'{;, имеет еще 
три пары решений: 

а) Ь = 1, sin 2<р = -8ТJ/3h, cos 2<р > О; 
б) Ь = 1, sin 2<р = -8ТJ/3h, cos 2<р <О; 
в) Ь4 = (16ТJ(h4 - 4)- 1/ 2 -1) /5, cos2<p = -2/h, 

sin 2<р < О. 
Таким образом, аналитически можно установить 

качественные изменения в динамике системы при 

увеличении амплитуды возмущений h. При этом 
эволюцию структуры разбиения фазового простран­

ства системы (16) на траектории при изменении 
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амплитуды h легко установить, пользуясь отобра­
жением Пуанкаре т = О. Такой анализ приводит к 

следующему. 

1. При h = О в системе (16) имеется тривиальный 
устойчивый предельный цикл L'{j и неустойчивый 
инвариантный тор Tor2

• При изменении парамет­
ра h размеры этого тора меняются не более чем на 
величину первого порядка по е. 

2. При h Е (О, min(2, 817/3)) на торе Tor2 мо­
гут возникать седловые и неустойчивые предельные 

циклы периодов, больших Т. 

3. Если h = h1 = 2 + д(D) (величина д(D) > О 
введена в связи с конечностью области D 0 ), то 
кроме L'{j и Tor2 в области D имеется еще два 
устойчивых предельных цикла L[ и LI перио­
дов Т. С ростом параметра h циклы L[ и LI 
монотонно стягиваются к циклу L'{j. 

4. При h = h2 = 817/3 на торе Tor2 рождаются 
две пары циклов периода Т: два седловых, L§ и 
Lr, и два неустойчивых, Lf и Lr. Заметим, что 
если 17 > 3 / 4, то случаи 3 и 4 необходимо поменять 
местами. 

5. Когда h = h3 = 2 [ 1 + ( 417/3) 2
] 

112
, происходит 

влипание устойчивых циклов L[ и LI в седловые 
L§ и Lr соответственно с передачей им своей 
устойчивости. Сами же циклы L[ и LI становятся 
седловыми. 

6. При h = h4 = 2 [1+ (817) 2
]

112 циклы Lf и 
LI влипают в тривиальный цикл L'{j, делая его 
седловым. 

7. В случае h > h4 в системе (16) существуют 
седловой цикл L'{j, устойчивые циклы L§ и Lr и 
неустойчивые циклы Lf и Lr. 

Таким образом, используя метод параметричес­

ких возмущений, можно получить устойчивые пре­

дельные циклы в системе (14). Но из-за присутствия 
неустойчивых предельных циклов областью притя­

жения L§ и Lr является не вся область D. 
Рассмотрим теперь систему (15). Теми же ме­

тодами легко установить, что для любого ограни­

ченного значения параметра а она имеет только 

единственный устойчивый фокус. Вводя параметри­

ческое возмущение, можно установить, что в этой 

системе тривиальный цикл L'{j всегда устойчив, и 

при значениях h2 < hi = 8 [ 1+(1+172
)

112
] других 

траекторий она не имеет. При h2 = hi в системе 
(15) происходит бифуркация рождения трех пар пре­
дельных циклов: трех устойчивых и трех седловых. 

В сечении Пуанкаре плоскостью т =О это выглядит 

как появление трех седло-узлов, каждый из которых 

затем распадается на седло и устойчивый узел. При 

этом расстояние от начала координат вычисляется 

как 

2 h2 - 8 - ..jh4 - 16h2 - 64172 

Psaddle = 2 + О(е), 

2 h2 
- 8 + Jh4 - 16h2 - 64172 

PstaЬle = 2 + О(е). 

Следовательно, при h > h1 в системе (15) вместе 
с тривиальным L'{j существуют четыре устойчивых 
предельных цикла. 

3 а м е ч а н и е 1. В силу присутствия малого 
параметра е из полученных результатов следует, 

что чем ближе модуль мультипликатора неустойчи­

вого предельного цикла к единице, тем меньше по 

амплитуде может быть параметрическое воздейст­

вие, которое необходимо приложить к системе для 

рождения устойчивых предельных циклов. 

3 а м е ч а н и е 2. Аналогичный изложенным 
выше результат легко получить для определенных 

систем любой размерности. Например, для систем, 
представимых как прямое произведение (14) или 
(15) и уравнений типа z = W z, где W - матри­
ца, имеющая собственные значения с отрицатель­

ными действительными частями, существует пара­

метрическое возмущение, приводящее к появлению 

устойчивых периодических движений. 

3 а меч ан и е 3. Если е---+ О, то расстояние р 
не стремится к нулю. Это означает, что для доста­

точно малых е устойчивые периодические решения 

имеют конечную амплитуду. 

Таким образом, для определенного класса дина­

мических систем, которые в автономном случае не 

обладают устойчивой динамикой, возможно найти 

параметрические возмущения, выводящие их на ре­

жим устойчивых периодических колебаний. 

Для обоснования возможности подавления хао­
са рассмотрим два семейства одномерных уни­

модальных отображений: семейство квадратичных 

отображений, Та : [О, 1] ---+ [О; 1], частным случаем 
которого является хорошо известное логистическое 

отображение 

Та: х f-------7 <р(х, а)= ах(1 - х ), (19) 

где а Е (О, 4] = А, и семейство экспоненциальных 

отображений, Та : I---+ I, 

Та: х f-------7 х(х, а)= aexp[a(l - х)], (20) 

где а#- О. Эти семейства широко используются как 
модели многих физических, химических и других 

систем и поэтому привлекают большое внимание 

исследователей (см., напр., [7, 84, 112-116]). Так, 
отображение (20) естественным образом возникает 
при исследовании ряда колебательных химических 

реакций. Более того, любое унимодальное отобра­

жение является полусопряженным квадратичному, 

и поэтому семейство (19) играет важную роль в 
теории унимодальных отображений. 

Для того чтобы доказать, что хаотическое 

поведение, проявляемое отображениями (19) и 
(20), возможно стабилизировать параметрическим 
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воздействием, каждому периодическому возмуще­

нию с периодом т параметра а, ai+l = g(ai), 
i=l,2, ... ,т-1, ai=g(aт), ai#-aj для 
i #- j (ai Е А, i = 1,2, ... ,т), поставим в со­
ответствие вектор а = ( а1 , ... , ат) из простран­
ства Rт. Тогда можно рассмотреть множество 

А = {а Е А ® А ® · · · ® А : а = ( ai, ... , ат), ai #- aj, 
т раз 

1 ~ i, j ~ т, i #- j, а1 , ... , ат Е А}, А С Rт, отвеча­
ющее всевозможным. периодическим возмущениям 

периодат, оперирующим в А. Далее, следуя п. 1.2, 
возмущенные квадратичное и экспоненциальное се­

мейства перепишем как 

и 

х f-------7 <р( а, х), 

а f-------7 g (а) 

х f-------7 х( а, х), 

а f-------7 g( а), 

(21) 

(22) 

где ai+1=g(ai), i=l,2, ... ,т-1, ai=g(aт), 
ai #- aj, i #- j. Для подмножества Ас пара­
метрических значений а, соответствующих ха­

отическому поведению отображений, множество 

Ас = {а Е Ас ® Ас ® · · · ® Ас : а = ( ai, ... , ат), 
т раз 

ai#-aj, 1~i,j~т, i#-j, а~, ... ,атЕАс} будет 
отвечать любым возмущениям периода т, опериру­

ющим в Ас. Теперь можно показать [66-68, 96], 
что существует подмножество Ad С Ас такое, что 
если а Е Ad, то возмущенные отображения (21), 
(22) будут обладать устойчивыми циклами конеч­
ных периодов. Доказательство данного утвержде­

ния проводится путем построения подмножества Ad 
и нахождения устойчивых циклов в отображениях 

(21), (22). 
Таким образом, периодические параметрические 

возмущения на хаотическом множестве приводят к 

подавлению хаоса. При этом, очевидно, множество 

параметрических значений а Е А, для которых в 

периодически возмущаемых семействах (21), (22) 
существуют устойчивые циклы, открыто в А. 

Идея подавления хаоса простым параметриче­

ским воздействием рассматривалась многими авто­

рами [38, 40, 42, 48, 51, 52, 59, 73] (см. также 
обзоры [36, 37]). В частности, были развиты доволь­
но эффективные методы резонансной стабилизации 

[38, 40, 48] и методы высокочастотной (нерезонанс­
ной) стабилизации [52] хаотического поведения. 

3.2. Методы резонансной и высокочастотной 
стабилизации 

Для теоретического обоснования методов резо­

нансной и высокочастотной стабилизации исполь-

зуется обобщенная теория Мельникова [ 117] (см. 
также [7, 112, 118]), заключающаяся в оценке рас­
стояния между устойчивой и неустойчивой сепарат­

рисами. В бифуркационном случае устойчивая и не­

устойчивая сепаратрисы образуют гомоклиническую 

петлю. При разрушении такой гомоклинической 

структуры возможны три случая: выходящая сепа­

ратриса окружает входящую; входящая сепаратриса 

окружает выходящую; сепаратрисы пересекаются. 

В первых двух случаях расстояние Л между се­

паратрисами соответственно Л < О и Л > О для 
любого момента времени. И если только найдется 

момент t 0 , когда Л меняет знак, возникает хаоти­

ческое поведение. 

Рассмотрим уравнение Дюффинга-Холмса [119] 
(соответствующие ссылки см. в работах [84, 109, 
112, 118]) с параметрическим возмущением: 

х =у, 

iJ = х - ,8 [ 1+17 cos(fЩ J х3 
- ду + / cos wt, 

(23) 

где 17 - амплитуда и О - частота параметриче­

ского возмущения. Согласно [112], расстояние меж­
ду устойчивым и неустойчивым многообразиями в 

момент времени t 0 для невозмущенного уравнения 

(23) дается выражением 

(2)1/2 7rLLI 4J 
Л(t0 ) = 27r /3 /LLI sch ( 2 ) sin(wta) + 

3
,8. 

Нетрудно рассчитать это расстояние для уравне­

ния (23): 

2у12 (7r(.i)) 4д 
Л(t0 ) = v1f1" 7r/LLJ sch 2 sin(wta) + 

3
,8 + 

или, вводя соответствующие обозначения, Л(t0 ) = 
= A(w) sin(wt0 ) + В(О) sin(Ot0 ) +С. Для того чтобы 
величина Л оставалась положительной для всех t 0 , 

необходимо выполнение неравенства 

1 

6,8(A(w)-C) 1 

17 > 7r(f24 - 602 + 1) csch(7r0/2) · 

Однако это условие не является достаточным. Оно 
будет таковым, если частоты О и w соизмеримы. 
Более того, если отношение O/w иррационально, 
то существует значение t 0 , при котором Л(t0 ) 
меняет знак. При этом период времени т, в течение 

которого происходит двойная смена знака, можно 

определить из соотношения A(w) - В(Щ - С~ О, 
которое гарантирует выполнение условия касания 

сепаратрис. Величина т в зависимости от О пре­

терпевает скачки в точках, где частоты О и w яв-
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ляются соизмеримыми. Используя численное моде­

лирование, можно убедиться, что хаос подавляется 

на частотах О,..._, О~):= kO~), где О~) - гармоники 
частоты возбуждения (J) уравнения (23). 

Таким образом, стабилизация хаотической дина­

мики в уравнении Дюффинга-Холмса наблюдается 

при резонансном соотношении частоты внешнего 

параметрического возмущения и частоты силовой 

составляющей. 

Если параметрическое возмущение уравнения 

Дюффинга-Холмса ввести иначе, 

х =у, 

iJ = a(t)x - f3x 3 
- ду + / cos(J)t, 

(24) 

где a(t) = а(1 + Т/ cos Ot), то для наблюдения стаби­
лизации хаотической динамики можно использовать 

высокочастотное возбуждение [52], когда частота О 
достаточно велика по сравнению с частотой (J). Ана­
логичная идея, позволившая найти условия стаби­

лизации перевернутого маятника посредством быст­

рых колебаний подвеса, была описана еще в 1951 г. 
[120, 121]. Основная идея (как для маятника, так и 
для уравнения Дюффинга-Холмса) состоит в том, 
чтобы разделить быстрые ~ и медленные Х пере­

менные. В этом случае, полагая, что функция x(t) 
представляется композицией х = Х + ~, ( х) = Х, 
удается получить уравнение для Х . Перейдем от 
уравнения (24) с параметрическим возмущением 
к уравнению для фурье-компонент, полагая ~ = 
= ТJ(А cos Ot +В sin Ot) + ТJ( С cos 20t + D sin 20t) + 
+ .... Тогда получим неограниченное число сцеп-
ленных нелинейных уравнений: 

.. 3 32 2 2 1 2 
Х - аХ + /ЗХ + "2Т/ /ЗХ(А +В + · · ·) - 2 аТ/ А= 

= -дх + / cos (J)t, 

(-02 А+ ОВ +А) - аХ + д(А + ОВ) -

( 
2 3 2 3 ) - /3 3Х А+ 4"Т/ А + · · · = аХ, 

В свою очередь, эти уравнения допускают ис­

следование методом асимптотического разложения 

функций А, В, .... Используя этот факт и опуская 
промежуточные выкладки, в первом приближении 
получим так называемое ренормализованное урав­

нение Дюффинга-Холмса: 

х - ах + /ЗХ3 = -дХ + / cos (J)t, 

где а = а(1 - аТ/2 /20 2
). Для этого уравнения рас­

стояние между сепаратрисами дается выражением 

( 
2 ) 1;2 ( 7r(J) ) 4Jаз/2 

Л ( ta) = 7r(J)/ /3 sch 2уГа sin (J)to + ----З,В-, 

а условие сохранения его знака определяется из 

неравенства 

37r/v'iJ(J) ( 7r(J) ) 
д > (2а)з/2 sch 2vГа . (25) 

Следовательно, если а достаточно мало, то выраже­
ние (25) легко выполняется и должно наблюдаться 
подавление хаоса. 

Неоспоримым преимуществом описанных в дан­

ной главе методов является то, что они позволяют 

развить аналитический подход. Однако ни один из 
них не дает возможность управлять системами с 

неустойчивым или хаотическим поведением. Тем не 

менее если усовершенствовать внешние возмуще­

ния, то нетрудно добиться полного контроля над 

динамикой системы. 

4. Подавление хаоса и стабилизация 
заданных циклов 

В этом разделе будет показано, что для управле­

ния определенными системами с неустойчивым или 

хаотическим поведением и вывода их на требуемый 

режим эволюции необходимо использовать специ­

ально подобранные параметрические возмущения. 

Такие возмущения - результат решения обратной 

задачи, когда неизвестными являются параметры, 

которые можно найти как решения уравнений на 

заданный цикл. 

4.1. Кусочно-линейное отображение и 
отображение с гиперболическим аттрактором 

Исследуем сначала задачу управления и по­

давления хаоса для достаточно общих семейств 

отображений [68, 69, 96]. На примере этих се­
мейств будет ясно видно, что при помощи простого 

периодического параметрического возмущения без 

обратной связи вида (5) удается не просто подавить 
хаос, но и стабилизировать циклы, которые уже 

существовали как неустойчивые в первоначальном 

(невозмущенном) отображении. 
Рассмотрим семейство отображений интервала 

[О, 1] в себя: 

{ 
q(a)x+r(a), 

Та: х f-------7 f(x, а)= 
р(а)(1-х), 

О~ х ~а, 

а< х ~ 1, 
(26) 

где а Е (О, 1) управляющий параметр и 

q(a) = (1 - а)/(а(2 - а)), r(a) = 1/(2 - а), 
р(а) = 1/(1 - а). Основная особенность семейства 
(26) состоит в том, что при а= 1/2 оно сопряжено 
с семейством квадратичных отображений на интер­

вале [<р 2 (1/2), <p(l/2)]. Нетрудно показать, что для 
любого а Е (О, 1) отображение Та (26) имеет пере­
мешивающий аттрактор А = [О, 1]. Существование 
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перемешивающего аттрактора является достаточно 

сильным свойством: отображения с таким свойст­

вом не обладают устойчивыми циклами и имеют 

чувствительную зависимость от начальных условий. 

Более того, для отображений с перемешивающим 

типом аттрактора возможно построить абсолютно 

непрерывную инвариантную меру (см. [1]). 
Рассмотрим возмущенное семейство (26). Для 

простоты ограничимся случаем двухпериодического 

преобразования параметра а. В этом случае 

{ 
Т1 : х f-------7 F1 ( х) : Та2 о Та1' (27) 

Т2. х f-------7 F2(x) = Та1 о Та2 . 

Без потери общности будем полагать, что 

О < а1 < а2 < 1. Введем следующие обозначения: 
а1 = а, а2 = а + Е, Е > О. Легко понять, что 
отображение Т1 имеет три неподвижные точки, ко­
торые существуют для любых значений параметров 

а1 , а2 Е (О, 1). Эти неподвижные точки соответству­
ют трем различным циклам периода 2 возмущенного 
отображения (27). Цикл, соответствующий одной 
из этих точек, возникает из неподвижной точки 

невозмущенного отображения (26), а два других 
цикла (периода 2), отвечающие остальным двум не­
подвижным точкам, рождаются от цикла периода 2. 

Можно найти такие параметрические значения, 
что эти последние точки становятся устойчивыми. 

Действительно, lq1p 2 I = (1-а) / ( а(2-а)(1-а-Е)), 

lq2P1I = (1-a-E)/((a+E)(2-a-E)(l-E)). Теперь, 
вводя обозначения 1 qiP2 I = s1 ( Е) и 1q2P11 = s2 ( Е), 
рассмотрим функции s1 ( Е), s2 ( Е) в области 

О< Е < 1-а. Из их анализа следует, что для любого 
а Е (О, 1) существует диапазон значений параметра 
ЕЕ (Е*, 1 - а), где s2(E) < 1. Другими словами, 
в интервале ( Е*, 1 - а) возмущенное отображение 
(27) имеет стабилизированный двухпериодический 
цикл, и почти все фазовые точки из интервала [О, 1] 
будут притягиваться к нему. Необходимо отметить, 

что этот цикл уже существовал как неустойчивый 

в первоначальном (невозмущенном) отображении 
(26). Его можно сделать устойчивым посредством 
непрерывного изменения параметров отображения 

(27) от значений ( а1 , а 1 ) к значениям ( а1 , а2 ) , так 
что s2(a1,a2) < 1. 

Подробные аналитические исследования показы­
вают, что для более сложного управления семей­

ством (26) необходимо использовать специфические 
возмущения [96]. Именно: посредством надлежаще­
го возмущения удается стабилизировать неустойчи­

вый цикл произвольного нечетного периода. 

Рассмотрим теперь обобщение полученных ре­

зультатов на определенный класс двумерных ото­
бражений, обладающих наиболее сильными хаоти­

ческими свойствами. В качестве примера изучим 

так называемое отображение Белых. Это отобра-

жение естественным образом возникает при иссле­

довании некоторых конкретных радиофизических 

моделей [ 122]. Математически отображение Белых 
вводится следующим образом. Пусть Q = {(х, у): 

lxl < 1, IYI < 1} - квадрат на плоскости (х, у). 
Рассмотрим преобразование 

такое, что 

f(x, у)= 

Т: (х, у) f-------7 f(x, у) 

( Л3 ( х - 1) + 1, 

;2(y+l)-1), 

(х, у) Е Qi, 

;4(y-l)+1), 

(х, у) Е Q2, 

(28) 

(29) 

где области Q 1 , Q 2 получаются разделением ис­

ходного квадрата Q некоторой функцией h( х) : 
[-1, 1]---+ [-1, 1] на две части: 

Qi = {(х,у) Е Q: у< h(x)}, 

Q2 = {(х,у) Е Q: у> h(x)}. 
(30) 

Кроме того, допустим, что постоянные Л1 , Л2 , Л3 , Л4 
и функция h( х) выбраны так, что под действием 
преобразования Т квадрат Q отображается в себя, 
TQ с Q. Полученная конструкция (28)-(30) назы­
вается отображением Белых. 

Для дальнейшего рассмотрения ограничимся в 

(30) линейной функцией вида h( х) = ах и выбе­
рем постоянные Лi следующим образом: Л 1 = Л3 , 

1/ Л2 = 1/ Л4 = Л2 . Тогда отображение Белых можно 
записать в виде 

Т: (х, у) f-------7 f(x, у)= 

( Л1 (х+1)-1, Л2 (у+1)-1), 
у< ах, 

( Л1 (х-1)+1, Л2 (у-1)+1), 
у> ах, 

(31) 
lal < 1. Отображение (31) замечательно тем, что 
оно обладает аттрактором гиперболического типа. 

Известно, что если множество А является аттрак­

тором для диффеоморфизма Т : Q ---+ Q компакт­
ного многообразия Q, то существует (открытая) 
окрестность, которая сжимается к А с увеличением 

итераций. Свойство гиперболичности для отобра­
жений означает, что в любой точке р аттрактора 

А имеется два инвариантных направления. Вдоль 

одного из них точки компакта Q экспоненциально 
стремятся к р, а вдоль другого экспоненциально 

быстро уходят от точки р. Это свойство позволяет 
построить устойчивое и неустойчивое подмногооб­

разия многообразия Q. В свою очередь, сущест-
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вование устойчивого и неустойчивого многообразий 

подразумевает наличие у отображения чувствитель­
ной зависимости от начальных условий. Более того, 

отображения с гиперболическим типом аттрактора 

обладают инвариантными мерами, которые позволя­

ют установить статистические свойства типичных 

траекторий. 

Отображение Белых (31), однако, не может быть 
гиперболическим в строгом смысле, поскольку оно 

разрывно. Тем не менее это отображение являет­

ся типичным представителем динамических систем 

с особенностями. Такой тип отображений может 

появиться во многих физических задачах. При 

условии, что множество точек разрыва имеет ну­

левую меру, и при некоторых других допущени­

ях (см. [123]) можно получить строгие результа­
ты, касающиеся разрывных динамических систем. 

В частности, для каждой регулярной точки воз­

можно сформировать устойчивое и неустойчивое 
многообразия. Кроме того, опираясь на конкретный 
вид множества точек разрыва, удается построить 

эргодическую инвариантную меру. 

Нетрудно найти условия существования гипербо­

лического аттрактора для отображения Белых [96]. 
Для этого, во-первых, заметим, что при lal < 1 
это отображение имеет две неподвижные точки, 

Х = (1, 1) и У = (-1, -1). Во-вторых, для всех 
точек квадрата, где определено отображение (31), 
производная равна D f = diag{A.1 , Л2}. Для гипер­
боличности необходимо, чтобы IЛ1I < 1, IЛ2I > 1 
(или наоборот) и TQ с Q. Легко проверить, что 
последнее неравенство удовлетворяется, если толь­

ко О < А. 1 < 1, О < Л2 < 2/(1 + lal), lal < 1. 
Наконец, для выполнения условия существования 
аттрактора гиперболического типа требуется, чтобы 

преобразование Т было взаимно однозначным. Это 
требование автоматически удовлетворяется, если 

О < А. 1 < 1/2. Следовательно, для гиперболичности 
аттрактора в отображении Белых (31) получим сле­
дующую систему неравенств: 

О< А. 1 < 1/2; 1 < Л2 < 2/(1 + lal); lal < 1. (32) 

Для того чтобы рассмотреть возможность подав­

ления хаоса в отображении (31) с условием (32), 
необходимо прежде его обобщить на случай lal > 1. 
При выполнении этого неравенства неподвижная 

точка Х попадает уже в область у < ах , а точка 
У - в область у > ах . Поэтому для существования 
этих неподвижных точек при lal > 1 необходимо 
переписать отображение Белых как 

Т: (х, у) f-------7 

(л 1 (x+l)-l, Л2(у+l)-1), 
у> ах, 

(л 1 (х-l)+1, Л2(у-l)+1), 
у< ах. 

(33) 

Таким образом, новое отображение (33) полу­
чается из исходного отображения (31) посредством 
замены х +-+у и а= 1/ а'. Значит, условия гипербо­
личности для обобщенного отображения Белых (33) 
будут выполнены при 

О< А.2 < 1/2; 1 < Л1 < 2/(1+1/lal); lal > 1. (34) 

Отметим, что теперь, в отличие от отображения 

(34), IЛ2 1 < 1 и IЛ 1 1 > 1. Иными словами, сжи­
мающее и растягивающее направления меняются 

местами. 

Пусть параметр а отображения Белых цикли­

чески возмущается с периодом 2. Для того чтобы 
найти качественное изменение в динамике такого 

отображения, необходимо переключать параметр а 

вблизи значения а= 1 таким образом, чтобы ai < 1, 
а2 > 1. Кроме того, условия гиперболичности для 
возмущенного отображения выполняются как при 

а1 < 1, так и при а2 > 1, только если изменяются 
также и параметры А. 1 , А. 2 • Учитывая эти условия, 

можно переписать возмущенное отображение Бе­

лых следующим образом: 

_ { (х, у) f-------7 J(a2, .\.i, Ч) о f(a1, лt, ЧНх, у), 

т - (х, у) f-------7 J(a1, лt, Ч) 0 f(a2, .\.i, ЧНх, у) 
(35) 

для четных и нечетных итераций соответственно. 

Далее, поскольку как для а1 < 1, так и для 

а2 > 1 отображение Белых имеет неподвижные 

точки х = (1, 1) и у = (-1, -1)' то эти точки 
останутся неподвижными также и д3я отображения 

(35). Более того, дифференциал DT возмущенного 
отображения (в случае четных и нечетных итера­
ций) определяется как 

(
л2л1 

- 1 1 - о 
о ) ~r (л~ 

\2A_l - о 
л2 2 

Поэтому, вследствие того что для а1 < 1 выполня­
ются неравенства о< лt < 1;2, 1<Ч<2/(1+1a1I) 
и 1 < Лi < 1/(1 + l/la2I), о< л~ < 1/2 при _а2 > 1, 
собственные значения Л~ и л; матрицы DT будут 
изменяться в диапазоне О < Л~ < 1/(1 + l/la2I), 
О< А;< 1/(1+ la11). Иначе говоря, IЛ~I < 1, IЧI < 1 
и неподвижные точки Х, У отображения (33) ста­
новятся устойчивыми. Это означает, что гипербо­
лический аттрактор вырождается и сменяется прос­

тым аттрактором. 

Таким образом, циклические параметрические 

возмущения отображений с ярко выраженными ха­

отическими свойствами приводят к качественному 

изменению в динамике: из хаотических они преоб-
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разуются в регулярные, обладающие стабилизиро­

ванными неподвижными точками или циклами. 

4.2. Отображения с критическими точками 

Опишем теперь практически реализуемый метод 
поиска возмущений, приводящих к стабилизации 

заранее выбранных циклов (частично его описание 
дано в работе [24]). Он позволяет осуществить 
полный контроль над динамикой систем, которые 

эффективно описываются, например, унимодальны­

ми отображениями. 

Пусть отображение Та : х г--+ f(x, а), х Е М, 
а Е А, удовлетворяет следующим свойствам: 

1) существует такое подмножество (Т с М, что 
для любых х 1 , х 2 Е (Т найдется значение а* Е А, для 
которого f(x 1,a*)=x2; 

2) существует критическая точка Хе Е (Т такая, 

что дf(х, а)/дхlх=хс = Dxf(xe, а) = О при любом 
аЕ А. 

Тогда для любых х 2 , х 3 , ... , Хт Е (Т найдутся 

такие Х1 и а~,а2, ... ,ат, что цикл (х1,х2, ... ,хт) 
будет устойчивым циклом возмущенного отображе­

ния та при а = ( ai, ... , ат) . 
Действительно, выберем произвольные величины 

х 1 , х 2 , ••• , Хт. В силу условия 1 система уравнений 
f(x1, ai) = Х2, f(x2, а2) = Хз, ... , f(хт, ат)= Х1 от­
носительно параметрических значений а1 , а2 , ... , ат 
имеет решение вида а = ( а1 , а2 , ... , ат) . Это озна­
чает, что последовательность (х 1 , х 2 , ••• , хт) = р 
является циклом периода т отображения Та при пе­

риодическом возмущении а= (а1 , а2 , ... , ат). Чтобы 
этот цикл р сделать устойчивым, достаточно вы­

брать элемент х 1 близким к критическому значению 
т 

Хе, поскольку /З(р) = П Dxf(xi, ai) И Dxf(xe, а)= О 
i=l 

при любом а. Это гарантирует выполнение условия 

устойчивости l/З(р) 1 < 1. 
Очевидно, условиям 1, 2 удовлетворяют семей­

ства полимодальных отображений. Поскольку лю­

бой цикл вида (хе, х 2 , х 3 , ... , хт) при произволь­
ных Xi Е (Т является устойчивым, то приведенное 

утверждение позволяет практически использовать 

данный метод управления динамикой систем, кото­

рые эффективно описываются такими семействами. 

Нетрудно найти условия на уровень внешнего 

шума, который не разрушил бы стабилизированные 

циклы. Пусть устойчивому циклу (хе, х 2 , хз, ... , хт) 
соответствует возмущение (а1 , а2 , ... , ат). Пред­
положим, что значения ai слегка изменились: 

(а~, а~, ... , а~)= (а1 + Ла1, а2 + Ла2, ... , ат+ Лат), 
IЛail ~ да. Найдем максимально допустимое 
значение да , при котором возмущенный цикл 

сохраняет устойчивость, и исследуем, как в этом 

случае исказится цикл, т. е. определим Лхi для 

(х~, х~, ... , х~) =(хе+ Лх1, Х2 + Лх2, ... , Хт + Лхт). 

Результаты таких вычислений даются следующей 

точной оценкой. 

Допустим, что f(x, а) Е С2 [М х А] и возмущен­
ное отображение та при а = ( ai, а2, ... , ат) имеет 
устойчивый цикл периода т, р = (х1,х2, ... ,хт)· 
Тогда если 

1 
IЛail ~да= т ' 

tSaLs;- 1 2:: S~ 
i=l 

где i = 1,2, ... ,т, Sa = maxlDaf(x,a)I, L = 
х,а 

= maxlD;J(x,a)I, Sx = maxlDxf(x,a)I, то это 
х,а х,а 

отображение имеет также устойчивый цикл р' = 
=(хе+ Лх1, Х2 + Лх2, ... , Хт + Лхт) периода т при 
а' = ( а1 + Ла1 , а2 + Ла2 , ... , ат + Лат) и 

Действительно, предположим, что все значе­

ния ai являются возмущенными, а~ = ai + Лаi. 
Найдем изменение Лх 1 = х~ - Хе. При этом х~ 
должно быть неподвижной точкой отображения 

Т1 (см. (8)), т.е. х~ = F1 (x~,a~,a~, ... ,a~). Тогда 
Хе+ Лх1 = F1(xe, ai, а2 ... , ат)+ DxF1(xe, а)Лх1 + 

т 

+ 2:: Da;F1(xe, а)Лаi. Отсюда с учетом соотноше­
i=l 

ний Хе = F1 (хе, а) и DxF1 (хе, а) = /З(р) = о нахо-
т т 

дим, что Лх1 = 2:: П Dxf(xz, az)Daf(xi, ai)Лai. 
i=1 l=i+1 

Следовательно, 

т т 

IЛx1I ~даL П IDxf(xz,az)llDaf(xi,ai)I ~ 
i=l l=i+l 

т 

~ датSа LS~. 
i=l 

(36) 

Оценим, как при этом изменится муль-

типликатор цикла: fЗ(р') - fЗ(р) = fЗ(р') = 
т т т 

= П Dxf(x~, а~)= 2:: D;J(xi, ai) П Dxf(xz, az)Лxi+ 
i=l i=l 1=1 

1,< i 
т т 

+ 2:: D~xf(xi, ai) П Dxf(xz, az)Лai. В обеих cyм-
i=l 1=1 

1,< i 
мах ненулевыми являются только первые чле-

ны, поскольку Dxf(x1, ai)=Dxf(xe, ai)=O. Поэто-

му /З(р') = [ D;J(xe, а~)Лх1 + D~xf(xe, а~)Ла1] х 
т 

хП Dxf(xz, az). Однако очевидно, что D~xf(xe, ai)= 
l=2 

=Da(Dxf(xe,a))la=a
1
=Da(0)=0. Значит, l/З(p')I = 

= IЛx1llD;,J(xe,a1)l 1ЦIDxf(x1,a1)1. Для устойчи­
вости цикла необходимо выполнение неравенства 
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IЛx1l ID;,f(xe, al) l 1ЦIDxf(xz, az) 1 ~ IЛx1ILS;- 1 < 1. 

Отсюда следует, что IЛx1I ~ дх = 1/(Ls;-1
). 

Таким образом, если возмущение Лх 1 будет 

меньше величины дх, то цикл останется устойчи­

вым. Но максимальное изменение Лх 1 при воз­

мущении параметров на величину да задается не­
равенством (36). Поэтому условие на да можно 

записать как датSа 2:Т= 1 S~=1/(Ls;- 1 ) или 

1 
да= т 

tSaLs;- 1 2: S~ 
i=l 

Полученные оценки позволяют в каждом кон­

кретном случае эффективно находить предельно 

допустимые ошибки в задании необходимых управ­

ляющих параметров. 

Рассмотрим в качестве примера хорошо изу­
ченное семейство (19). Для данного отображе-
ния множество (Т - это интервал [хь, хе], где 
хь и Хе - решение уравнения Xint = f(x, 4), 
Xint - точка пересечения дуг у = 4x(l - х) и 
у= х, т. е. [хь, хе]= [1/4, 3/4]. Найдем возмущения 
а = ( al, а2, ... , ат) ' при которых в отображении 
(19) существует устойчивый цикл того или иного 
периода t, кратного периоду возмущения т. 

Запишем возмущенное отображение следующим 
образом: 

{ 

Хп+l = апхп(1 - Хп), 

ап = an(modт+l)· 
(37) 

Если это отображение имеет цикл р периода t, рав­
ного периоду возмущения, t = т, р = (х 1 , х 2 , ••• , Xt), 
то точки, формирующие этот цикл, будут подчи-

няться следующей системе уравнений: 

х2 = а1х1(1- х1), 

хз = а2х2(1 - х2), 
................. ' 
Х1 = atXt(1 - Xt)· 

(38) 

Чтобы решить обратную задачу, т. е. найти значения 

параметров, при которых отображение (37) имеет 
заданный цикл р, необходимо выразить значения 

ai из системы (38) как 

(39) 
............... ' 

Ясно, что не для всех возможных Xi Е (О; 1) полу­
ченные значения ai Е [О; 4]. Однако если это верно, 

то для любого цикла р = (х 1 , х 2 , ••• , Xt) можно най­
ти значения параметров ( а1 , а2 , ... , at) , для которых 
возмущенное отображение (37) имеет такой цикл. 

Если мультипликатор l,8(p)I = ligl ai(l - 2xi)I < 1, 

то данный цикл устойчив. С учетом уравнений (39) 
это приводит к условию 

t _ П 1- 2xi 1 - < . 
1- х· i=l i 

(40) 
Когда среди точек цикла существует критическая 

точка Хе= 1/2, то (1 - 2хе)/(1 - хе) = О. В этом 
случае неравенство ( 40) выполнено и такой цикл 
устойчив. 

Множество значений р = (х 1 , х 2 , ••• , Xt), для 
которых ai Е [О; 4] и неравенство ( 40) выполне­
но, образует определенную область в координатном 
пространстве Rt. Каждой точке этой области соот­
ветствует устойчивый цикл возмущенного отобра­

жения. Используя систему уравнений (39), можно 
получить соответствующую область в парамет­

рическом пространстве Rt. Рассмотрим значение 
т = 2. Тогда (см. выше) циклы возмущенного ото­
бражения (37) могут иметь периоды только t = тk 
при некотором целом k . Исследуем области сущест­
вования таких устойчивых циклов в координатном 

и параметрическом пространствах при k = 1, 2, 3. 
1. Случай k = 1. Тогда период возмущения 

т = 2 совпадает с периодом устойчивого цикла 

t = т = 2. Легко видеть, что в пространстве ( х 1 , х 2 ) 
область существования устойчивого цикла опреде­

ляется следующей системой неравенств: 

1
1 - 2х1 1 - 2х21 < l. 
1 - Х1 1 - Х2 

Решение первого и второго неравенств соответ­

ствует множеству всех допустимых значений цикла 

периода 2. Третье неравенство выделяет из это­
го множества область существования устойчивых 

циклов. Зафиксируем значение х 1 Е (О, 1). Тогда, 
решая эту систему относительно х 2 , получим 

1 
Q < Х1 < 3' 

1 3 
- < Х1 < -3 5, 

3 3х 1 - 2 х1 
---<х2 < --­
Бх1 - 3 3х1 - 1' 

- < Х1 < 1. 
5 

Таким образом, мы определили область су­

ществования всех устойчивых циклов периода 2, 
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р = (х 1 , х 2 ), для возмущенного отображения (37). 
Нетрудно построить соответствующую область в 
пространстве параметров ( а1 , а2 ) . Для этого доста­
точно использовать соотношение (39). 

11. Случай k = 2. Тогда период устойчивого цик­
ла будет равен 4, т. е. р = (х 1 , х 2 , х 3 , х 4 ). Определим 
такие значения параметров возмущения а1 и а2 , 

при которых этот цикл существует и устойчив. 

Из соотношения (38) следует, что 

Поэтому 

х2 = aix1(l - х1), 

хз = а2х2(1 - х2), 

Х4 = aixз(l - хз), 

Х2 Х4 
ai = = , 

x1(l - х1) хз(l - хз) 

Х3 Х1 
а2 = = . 

x2(l - х2) x4(l - х4) 

( 41) 

Легко видеть, что не всякому набору значений 
(х 1 , х 2 , х 3 , х 4 ) будет соответствовать цикл возму­
щенного отображения. Выбрав в ( 41) два соотно­
шения в качестве независимых, нетрудно аналити­

чески выразить оставшиеся два. Таким же образом 

находятся параметры а1 и а2 . Пусть независимыми 
значениями будут х 1 и х 2 • Тогда, вводя обозна­

чения Р1 = х1 (1 - х1), Рз = хз(l - хз), получим 
следующую систему уравнений: 

Х4 Рз 

{ 

Х2 = Р1, 

Х3р3 
l-x2 = (l-x4)--. 

Х1Р1 

Отсюда легко выразить х4 и х 2 через х 1 и х3 : 

Эти соотношения позволяют также найти а1 и а2 
через х 1 и хз: 

(42) 

Соотношение ( 42) можно использовать для постро­
ения области существования устойчивого цикла пе­

риода 4 в пространстве параметров (а1 , а2 ). Именно: 
выбрав произвольно х 1 , х 3 , найдем а1 , а2 и вычис­

лим х 2 , х 4 . Теперь выберем лишь те значения х 1 и 

х3 , для которых верно следующее: 

О < ai ~ 4, О < а2 ~ 4, 

(43) 

Условия ( 43) с учетом ( 42) выделяют в пространстве 
( а1 , а2 ) область существования устойчивых циклов 
периода 4 возмущенного ( т = 2) квадратичного 
отображения. 

111. Случай k = 3. При этом значении период 
устойчивого цикла возмущенного отображения (37) 
равен 6, р = (х 1 , х 2 , х 3 , х 4 , х 5 , х 6 ). Поскольку воз­
мущение по-прежнему задается двумя параметрами 

( а1 , а2 ), то точки цикла р должны удовлетворять 

следующим соотношениям: 

Х2 Х4 Х6 
ai = = = , 

х1 (1 - х1) хз(l - хз) x5(l - х5) 

Х3 Х5 Х1 
(44) 

а2 = = = . 
x2(l - х2) x4(l - х4) х6(1 - х6) 

Легко понять, что количество соотношений, 

связывающих значения координат цикла р = 
= (х 1 , х 2 , х 3 , х 4 , х 5 , х 6 ), равно четырем. Поэтому, 
выбрав два в качестве независимых, можно полу­

чить остальные и выразить через них параметры а1 
и а2 • В отличие от случая, когда k = 2, эту процеду­
ру проделать до конца аналитически невозможно. 

Остановимся на том, что можно найти из соот­

ношений ( 44). Во-первых, как и в случае k = 2, 
выберем в качестве независимых координат х 1 и 

х3 . Тогда, проделывая те же преобразования, что и 

в предыдущем варианте, получим 

где, как и ранее, Pi = Xi ( 1 - Xi) . Уравнения ( 45) -
не что иное, как соотношения, связывающие между 

собой значения х 1 , х 3 , х 5 , т. е. 

Ах~ - Вх~ + Сх~ - Dx~ + Ех5 - F =О, 

где 

А=р1, D = Х3р~ + Х3р3 + Pi, 

В= 2р1 + Х3р3, Е - 2 - Х3р3, 

С= Р1 + Pi + 2хзрз, F = Х1Р1Рз(Рз - Р1). 

Теперь, определяя х 5 = f ( х 1 , х 3 ) из этого урав­

нения, при помощи соотношений ( 44) и ( 45) легко 
найти все оставшиеся параметры а1 , а2, х2, х4, х6. 

Далее, если из всех полученных таким образом 

циклов выбрать лишь те, которые удовлетворяют 

условиям XiE(O;l), i=l,2, ... ,6, ai,a2E[0;4], 
и условию устойчивости l,8(p) 1 < 1, то можно по­
строить область существования устойчивого цикла 

периода 6 возмущенного отображения (37) в про­
странстве параметров ( а1 , а2 ) . 
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Заключение 

Поскольку хаос встречается в подавляющем 
большинстве нелинейных динамических систем, в 
ряде случаев его развитие может быть нежелатель­
ным. В связи с этим в последнее время интен­
сивно разрабатывается новое направление в теории 
детерминированного хаоса, связанное с возможнос­

тью подавления хаотического поведения. Если до­
статочно слабо (аддитивно или мультипликативно) 
возмущать хаотическую систему (иными словами, 
производить обмен энергией между системой и 
окружающей средой), то хаос иногда вырождается в 
регулярное движение. Развитие этого направления 
привело к появлению новых замечательных при­

ложений (см. введение) и позволило рассмотреть 
многие проблемы нелинейной динамики под новым 
углом зрения. Так, подход к решению одной из 
старых проблем - описанию самоорганизации, т. е. 
образованию и развитию сложных упорядоченных 
структур, - в рамках теории детерминированного 

хаоса получил новое развитие. Известно, что живые 
системы способны к самоорганизации. Это не про­
тиворечит законам термодинамики, поскольку все 

биологические системы не являются замкнутыми 
и обмениваются энергией с окружающей средой. 
Энтропия, служащая мерой беспорядка, в открытых 
системах может уменьшаться с течением времени. 

Необходимая предпосылка эффектов самоорганиза­
ции заключается в наличии потока энергии, посту­

пающего в систему от внешнего источника и дисси­

пируемого ею. Благодаря этому потоку система при­
обретает способность к автономному образованию 
структур. Очевидно, что эффекты самоорганизации 
не могут быть исключительным свойством биологи­
ческих объектов и должны наблюдаться и в более 
простых системах. 

Большой интерес представляют распределенные 
среды, которые построены из дискретных элемен­

тов, локально взаимодействующих друг с другом и, 

таким образом, приближенно описывающих естест­
венные пространственно протяженные системы. Че­

рез каждый из этих элементов может проходить по­
ток энергии, поступающий от внешнего источника. 

Хотя разнообразие таких сред чрезвычайно велико, 
число математических моделей, которые использу­

ются для описания процессов образования и разви­
тия структур, не столь значительно. По-видимому, 

даже когда отдельные элементы системы обладают 
сложной структурой, вся их внутренняя сложность 

не проявляется во взаимодействиях между ними и 

с точки зрения макросистемы они функционируют 
как достаточно простые объекты с малым числом 
эффективных степеней свободы. 

Другим важным приложением теории детерми­
нированного хаоса является изучение различного 

рода аритмий, возникающих в тканях сердца, и спо­

собов избавления от них. Известно, что сердечная 
мышца чувствительна к внешним возбуждениям. 

Если нормальный процесс сокращений нарушается 
как результат дополнительного поступления энер­

гии, например, вследствие возникновения нового ис­

точника возбуждения, то даже в такой простейшей 
ситуации может наблюдаться очень сложное поведе­
ние. Основная проблема здесь - как избавиться от 
аритмии при помощи определенных слабых возму­
щений, не приводящих к сильным вмешательствам 

в среду. 

К этому направлению тесно примыкает не ме­
нее интересная область исследований нелинейной 
динамики, изучающая колебательные химические 
реакции. Хотя в настоящее время многое здесь 
уже понято, причины, вызывающие колебательные 
химические процессы, не выяснены до конца. Ди­
намическое описание колебательных химических 
реакций может оказать существенную помощь, в 

частности, в установлении косвенным путем недо­

стающих констант скоростей реакций. Кроме то­
го, возможность стабилизации хаотических химиче­
ских процессов в распределенных средах позволит 

подойти к исследованию явления резонансов спи­

ральных волн с точки зрения теории динамических 

систем. 

Знание основных закономерностей поведения ха­
отических систем дает возможность перейти к це­

ленаправленному конструированию искусственных 

систем, нелинейные процессы в которых приводили 

бы к образованию нужных структур. Пока в этом 
направлении предпринимаются лишь самые первые 

шаги. Наиболее развитым приложением является 
создание устройств обработки информации на осно­
ве применения хаотических систем. Действие таких 
устройств базируется на использовании естествен­
ной «внутренней» структуры системы и управлении 

притоком энергии. Это позволяет при относительно 
малых энергетических затратах создать устройства 

принципиально нового типа, способные запоминать, 
шифровать и обрабатывать заданную информацию. 

Естественно, практическое использование задач 
управления хаотическими системами не исчерпыва­

ется только перечисленными приложениями. Одна­
ко большую их часть можно найти в приведенном 
ниже списке литературы. 

В заключение необходимо отметить, что в насто­
ящее время проблема управления динамическими 
системами и подавления хаоса продолжает доста­

точно интенсивно развиваться. Кроме того, публи­

куются новые работы, посвященные разработкам 
новых прикладных задач. Поэтому в ближайшем 
будущем можно ожидать появления большого числа 
уже реализованных неожиданных и интересных 

приложений. 

Автор выражает глубокую благодарность науч­
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