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ВЫЧИСЛЕНИЕ НУЛЕЙ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В. П. Моденов 

(кафедра математики) 

Дан рекуррентный способ нахождения нулей сферических функций Бесселя и их произ­

водных путем редукции к задаче Коши для дифференциального уравнения с производной по 

параметру и алгебраической правой частью. 

Введение 

Сферические функции Бесселя [1, 2] играют 
важную роль в математической физике. Поэтому 

проблема эффективного нахождения их нулей и 

нулей их производных остается всегда актуальной. 

Значения нулей сферических функций Бесселя и 

их производных используются при решении самых 

разных научных и практических задач. Например, 

нули сферической функции Бесселя первого рода 

и ее производной определяют собственные значе­

ния соответственно первой и второй краевых задач 

для шара [3], нули этой функции характеризу­
ют частоты собственных колебаний сферического 

акустического резонатора [4] и сферического элек­
тромагнитного резонатора с идеально проводящей 

поверхностью [ 5]. 
В настоящей работе предлагается эффективный 

алгоритм вычисления нулей сферических функций 

Бесселя и их производных, основанный на ре­

куррентных соотношениях [6] для этих функций 
и применении дифференциально-параметрического 

метода [7]. 

1. Дифференциально-полиномиальное 
свойство 

являются решениями дифференциального уравне­

ния гипергеометрического типа 

d
2
w +~dw + [i- i(i+l)] w=O 

dz2 z dz z2 

и удовлетворяют рекуррентным соотношениям, свя­

зывающим эти функции различных индексов с их 
производными: 

2i+ 1 
--щ (z) - Wi-1 (z) = 

z 
(1) 

. d . 
-z' dz [ z-•щ (z)] . (2) 

Рассмотрим функцию, равную отношению сфери­

ческих функций Бесселя соседних порядков, 

Mi (z) = Wi (z) . 
Wi-1 (z) 

(3) 

Для этой функции выполняется дифференциаль­

но-полиномиальное свойство (ДП-свойство [7]), т. е. 
производная функции выражается в виде полинома 
от самой функции. 

В самом деле, 

1 w~ (z) Wi-1 (z) - Wi (z) w~_ 1 (z) 
Mi (z) = 2 ( ) • 

wi-1 z 
(4) 

Используя рекуррентные формулы (1) и (2), выра-
Как известно [6], сферические функции Бесселя зим производные через функции 

w=щ(z) (i - целое) wUz) = Wi-1 (z) - i + 1 
Wi (z), 

z 
(5) 
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i-1 
w~_ 1 (z) = -Щ-1 (z) - Wi (z). (6) 

z 
Подставляя (5) и (6) в ( 4) и воспользовавшись 

представлением (3), получим ДП-свойство функ­
ции (3) в виде 

где Ji+ 1;2(z) - функция Бесселя полуцелого по­
рядка. 

Поскольку 

. sшz 
wo (z) = Jo (z) = -, 

z 

Mf (z) = М2 (z) -
2
i Mi (z) + 1. 

t z (7) то ее нули известны и равны 

2. Алгоритм вычисления нулей сферических 
функций Бесселя 

Вычислим нули функции Wi+l (z), считая нули 
функции щ (z) известными. 

Пусть х - искомый нуль функции Wi+l (z). 
Тогда из рекуррентного соотношения (1) получим 

2i + 1 
--щ (х) - Wi-1 (х) =О. 

х 
(8) 

Воспользовавшись обозначением (3), уравнение (8) 
запишем в виде 

х 

Mi (х) = 2i + 1 · (9) 

Введем параметр t Е [О; 1] и рассмотрим уравнение 

z 
Mi(z)=t 2i+l· (10) 

При t = 1 это уравнение совпадает с (9). Следо­
вательно, считая z функцией параметра t, неявно 
заданной уравнением (10), получим, что искомый 
корень х уравнения (9), а значит, и (8) равен 
значению функции z(t) при t = 1. При t =О корни 
уравнения (10) или, что то же самое, нули функции 
wi (z), как предполагалось, нам известны. 

Применяя теорему о производной неявно задан­

ной функции и воспользовавшись ДП-свойством 

(7), для нахождения х = z(l) получим задачу Коши 
для дифференциального уравнения с производной 

по параметру и алгебраической правой частью [7]: 

{ 

dz (2i+ l)z 
dt = z2t2 +(2i+1)2(1- t) 

z(O) = Xi, 

(o::::;t::::;1), (11) 

(12) 

где Xi - нуль функции щ(z) (i=0,1,2, ... ). 
Таким образом, задача Коши (11), (12) выражает 

рекуррентно нули функции Wi+l через нули функ­

ции Wi. 

3. Вычисление нулей сферических функций 
Бесселя первого и второго рода 

Применим алгоритм для вычисления нулей сфе­

рических функций Бесселя первого рода: 

Wi (z) = ji (z) = {7r Ji+1/2 (z), у 2; 

хо= xo,v = p7r (р = 1, 2, ... ) . 

Подставляя их в начальное условие (12) и решая 
задачу Коши (11), (12), найдем нули х 1 = x 1 ,v 
функции jl (z). 

Подставляя х 1 = x 1 ,v в (12), находим нули 
Х2 = Х2,р фуНКЦИИ j2 (z) И Т. Д. 

В табл. 1 приведены посчитанные с точностью 
10-4 по данному алгоритму несколько нулей функ­
ции ji(z). 

Аналогично вычисляются нули сферической 
функции Бесселя второго рода: 

щ (z) = пi (z) = {7r Ni+ 1;2(z), 
V2; 

где Ni+ 1;2(z) - функция Неймана полуцелого по­
рядка. 

Поскольку 

cosz 
wo (z) =по (z) = ---, 

z 

то нули функции w0 (z) = п0 (z) известны и равны 

7r 
хо = xo,v = p7r - 2. 

Подставляя их в начальное условие (12) и решая 
задачу Коши (11), (12), найдем нули х 1 = x 1 ,v 
функции п1 ( z) . 

Подставляя х 1 = x 1 ,v в (12), находим нули 
х2 = х2,р функции п2 (z) и т. д. 

В табл. 2 приведены посчитанные с точностью 
10-4 по данному алгоритму несколько нулей функ­
ции пi (z). 

Таблица 1 

Нули функции ji(z) 

i р=1 р=2 р=3 

1 4.4934 7.7252 10.9041 

2 5.7634 9.0950 12.3229 

Таблица 2 

Нули функции ni(z) 

i р=1 р=2 р=3 

1 2.7983 6.1212 9.3178 

2 3.9595 7.4516 10.7156 
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4. Вычисление нулей производных 
сферических функций Бесселя 

Аналогично предыдущему вычислим нули произ­
водной w~ (z), считая нули функции щ (z) извест­
ными. 

Пусть х - искомый нуль производной w~ (z). 
Тогда из рекуррентного соотношения (5) имеем: 

В силу обозначения (3) для нахождения нуля про­
изводной w~ ( z) получим уравнение 

z 
Mi (z) = i + 1 . (13) 

Введем параметр t Е [О; 1] и рассмотрим уравнение, 
совпадающее при значении параметра t = 1 с урав­
нением (13), 

z 
M·(z)=t-. 

i i + 1 
(14) 

Решение уравнения (14) при t = 1 даст решение 
уравнения (13), совпадающее с искомым нулем про­
изводной wH z) . По теореме о производной неявно 
заданной функции z = z(t), используя ДП-свойство 
функции Mi (z) (7), этот нуль х = z(l) находим 

УДК 539.12.01 

при решении задачи Коши для дифференциального 

уравнения с производной по параметру и алгебраи­

ческой правой частью [7]: 

dt = z2t2 - (2i+l) (i+l) t+ (i+1) 2 

{ 

dz (i + 1) z 
(o::::;t::::;1), 

z (О)= Xi, 

где Xi - нуль функции щ (z), который считаем 
известным. 
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Рассмотрено понятие спиральности магнитного поля и ее связь с топологическим зарядом 

Черна-Саймонса исходной неабелевой чисто калибровочной конфигурации полей. Получены 

решения уравнения Дирака, соответствующие Н1улевым модам, и исследованы их свойства. 

Введение 

В последнее время большое внимание уделя­

ется исследованию топологических свойств реше­

ний уравнений поля для калибровочных бозонов 
и фермионов в различных конфигурациях внешних 

фоновых полей. Этот интерес связан с возможнос­
тью непрерывного отображения пространств разной 

или одинаковой размерности друг на друга. При 

этом понятие топологического заряда играет важ­

ную роль (см., напр., [1]). 
Так, в случае 4-мерного евклидова пространства 

топологический заряд характеризует свойства ото­

бражения трехмерной сферы в этом пространстве 

на групповое пространство калибровочной группы 

SU(2) при условии, что расстояние в евклидовом 

пространстве ~ ---+ оо. Это условие вытекает из 
требования конечности 4-мерного интеграла, опре­

деляющего действие калибровочного поля, что рав­

носильно, в свою очередь, требованию, чтобы потен­

циал на бесконечности представлял собой чистую 

калибровку. 

С другой стороны, оказалось, что и абелевы кон­

фигурации калибровочных полей могут иметь не­

тривиальные топологические характеристики. Так, 

в работе [2] было получено абелево магнитное 
поле с нетривиальной спиральностью из неабелева 

вакуумного поля группы SU(2). 


