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Рассмотрено стационарное течение трехме1рных сжимаемых изотермических потоков в 

длинных микроканалах с учетом молекулярных эффектов. С использованием разложения 

уравнения Навье-Стокса по малому параметру (отношение высоты канала к его длине) 

получены решения для продольной компоненты скорости потока, распределения давления и 

потока массы в канале. Проанализировано влияние эффектов сжимаемости и разрежения на 

динамику газового потока, а также имеющего место на микромасштабах скольжения потока 

относительно стенок канала на давление, профили скоростей и величину потока массы. 
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Введение 

Исследование течения разреженных газов в ка­

налах проводится, как правило, для инженерных 

целей и представляет интерес для вакуумной фи­

зики (см., напр., [1]). В последнее время в ре­
зультате достижений в микротехнологии возникла 

новая задача - изучение потоков в каналах на 

микромасштабах (см., напр., [2]). Микромеханичес­
кие структуры обычно имеют характерные размеры 

порядка 1 мкм и часто существуют в газовой сре­
де при стандартных условиях. Отношение средней 

длины пробега молекул при атмосферных условиях 
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( ,..._, 70 нм) к характерным масштабам длины микро­
скопических объектов является заметным, поэтому 

следует учитывать влияние молекулярных эффектов 

на динамику газовых потоков. Заметим, что роль 

молекулярных эффектов сводится в основном к 

эффекту скольжения [3, 4], который изменяет вид 
граничных условий для вязкого газа (см. ниже). 
Вследствие большого перепада давления в микро­

каналах требуется учитывать сжимаемость газовой 

среды [2, 5-8]. Теоретические и экспериментальные 
исследования газовых потоков в микроканалах по­

казали, что эффекты скольжения и температурные 

эффекты увеличивают поток массы [8-11]. Следует 
отметить, что до настоящего времени отсутствует 

надежное соответствие между экспериментальны­

ми результатами и теоретическими предсказаниями 

(см. работы [12-14] и [15, 16], где исследования 
сжимаемых потоков и потоков малой плотности 

проводились раздельно). Недавно были найдены ре­
шения уравнения Навье-Стокса (НС) в нулевом по­
рядке теории возмущений с учетом сжимаемости и 

скольжения микропотока газа между бесконечными 

параллельными пластинами [ 17]. Однако в случае 
реального распространения потока в микроканалах 

конечного сечения (например, прямоугольной фор­
мы) необходимо изучение трехмерных потоков. 

В настоящей работе исследуется трехмерный по­

ток сжимаемой жидкости с учетом молекулярных 

эффектов. Анализируются характеристики обмена 
импульсом между средой и стенками микроканала 

и выясняется влияние сжимаемости и плотности 

среды на ее динамику. Рассматриваются каналы 

прямоугольной и треугольной формы. При этом ис­

пользуется канонический формализм с целью даль­

нейшего обобщения на другие более сложные поля 

потоков. Проводится пертурбативное разложение 

уравнения НС для трехмерного стационарного изо­

термического потока в канале с малым отношением 

высота-длина для произвольного профиля потока. 

Получены решения нулевого порядка для продоль­

ной компоненты скорости, распределения давления 

и потока массы. 

1. Течение сжимаемой среды со скольжением 
в длинных микроканалах 

Рассмотрим трехмерную задачу о стационарном 

потоке сжимаемой среды в длинном (длина L) и 
узком (высота h) канале. Предположим, что, соглас­
но гипотезе Стокса, параметры среды подчиняются 

соотношению Л + (2/3)µ = О, где µ = const -
молекулярная вязкость, Л - второй коэффициент 

вязкости. Система уравнений непрерывности и НС 

может быть записана в виде 

д (pu) д (pv) 
е~+ау-=0, 

_ ( _ дu _ дu _ дu) Re др 2 д
2u 

Re·p eu-+v-+w- =-е----+е -+ 
дх дfJ дz м21 дх дх 2 

д2u д2и 1 ( д2u д2v д2w ) 
+ дfj2 + дz2 + 3 е2 дх2 +е дхдfj +е дхдz , 

_ ( _ дv _ дv _ дv) Re др 2 д
2v 

Re·p eи-+v-+w- =-----+е -+ 
дх дfJ дz м21 дfJ дх 2 

д2 v д2v 1 (д2v д2и д2w) 
+ дfJ2 + дz2 + 3 дfJ2 + е дхдfJ + дf}дz ' 

_ ( _ дw _ дw _ дw) Re др 2 д
2w 

Re·p eu-+v-+w- =----+е --+ 
дх дfJ дz м21 дz дх 2 

д2w д2w 1 ( д2w д2и д2v ) 
+ дfJ2 + дz2 + 3 дz2 + е дхдz + дf}дz · 

Здесь Re = puh/ µ, М = u/ с - числа Рейнольдса 
и Маха соответственно, причем тильдой обозначе­

ны безразмерные переменные, введенные согласно 

выражениям и= ии, v = vv, х = xL, у= fjh, 
р = рр, р = рр вместо переменных u = (и, v), 
и=и(х,у), v=v(x,y), р=р(х,у), р=р(х,у). 
Чертой сверху обозначены значения переменных на 

выходе канала. Отношение h/ L = е в дальнейшем 
считается малым ( е ~ 1), что представляется впол­
не оправданным для длинных микроканалов. Пред­

положим также, что среда может быть приближенно 

описана уравнением состояния для идеального газа 

р = pRT, где R - удельное значение газовой 

постоянной. Записанная выше система уравнений 
НС должна быть решена со следующими гранич­
ными условиями [3]: без скольжения, т. е. когда 
скорость на стенке нулевая, u = О, v = О, и со 

дu 
скольжением, т. е. когда на стенке u = Kn дn, где 

Kn = А/ h -число Кнудсена, А - средняя длина 
пробега молекул. 

Граничные условия, учитывающие скольжение, 

вводят поправки к уравнению НС для непрерыв­
ного потока, обязанные молекулярным эффектам. 

Из кинетической теории газов следует соотноше­

ние Kn ,..._, M/Re. Математически число Кнудсе­
на может иметь широкий спектр значений. Для 

простоты выберем типичный режим «микропотока», 

т. е. Re ,..._, О(е), М ,..._, О(е). Теперь можно провести 
разложение и, v и р по степеням е: 

u = ua + eu1 + e2u2 + ... , v = ev1 + e2v2 + ... , 

w = ew1 + e2w2 + ... , р = Ро + ер1 + Е 2Р2 + ... . 

Следует заметить, что нормальные компоненты 
скорости в нулевом приближении v0 , w0 исчезают 

согласно уравнению непрерывности: v0 =О, w0 =О. 

Тогда у- и z-уравнения в низшем порядке теории 

возмущений дают р0 = р0 (х). Ниже уравнение НС 
для трехмерного потока будет проинтегрировано в 

следующих двух случаях: в отсутствие молекуляр-
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ных эффектов (течение без скольжения в прямо­
угольном и треугольном каналах) и с учетом моле­
кулярного скольжения в прямоугольном канале. 

2. Отсутствие молекулярных эффектов. 
Течение сжимаемого потока 

без скольжения 

Для начала рассмотрим задачу в нулевом поряд­

ке по е в пренебрежении молекулярными эффек­

тами. Проведем интегрирование х -уравнения НС 
для канала с сечением в виде равностороннего 

треугольника: z = vГз/2, fj = z/vГз, fj = -z/vГз, 
fj Е [-1/2, 1/2], z Е [о, vГз/2] . В результате полу­
чим следующие выражения для скорости и давле­

ния: 

_ _ _ _ eRe · (1 - Р2 ) 1 
Uo (у, z, х) = - м2,у1;r (1- Р2) + р2 2vГзх 

х ( z - ~) (зу' - z'), 

Ро ( х) = J~x ~(1---р~2~) -+-р~2, 

где Р = Pin/Pout - коэффициент падения давления. 
Рассмотрим теперь течение без скольжения 

в канале прямоугольного сечения с граничными 

условиями fj Е [-1/2, 1/2], z Е [-х/2, х/2], где 
х = Ь/а - отношение сторон прямоугольника. Ин­
тегрирование х -уравнения НС в нулевом порядке 
теории возмущений приводит к следующему резуль­

тату для продольной компоненты скорости сжимае­

мого потока: 

_ _ _ _ 2eRe · (1 - Р2 ) 

Uo (х, у, z) = - 7rз м2,у1;r (1 - Р2) + р2 х 

оо (-l)(п-1)/2 - ( ch (7rnz) ) 
х L пз cos (7rny) 1 - ch (7rnx/2) . 

n=l,3,5, ... 

Действие уменьшающегося вдоль потока давле­

ния учитывается множителем в выражении для про­

дольной компоненты скорости, причем нормальные 

компоненты скорости равны нулю. Распределение 

давления для случая треугольного, прямоугольного 

или любого другого сечения оказывается одинако­

вым, так как в этой модели профиль скорости по 

сечению не зависит от локального давления. 

3. Течение с молекулярным скольжением 

Теперь рассмотрим молекулярные эффекты для 

случая прямоугольного канала, введя конечное чис­

ло Kn для данной модели: Kn( ди/ дn) lwall = иlwall · 
После соответствующих преобразований и приме­

нения на заключительном этапе соs-преобразова­

ния Фурье приходим к следующему трансцендент­

ному уравнению: qtg(q/2) = 1/ Kn. Его корни qi 

определяют структуру ряда в выражении для ско­

рости скользящего потока сжимаемой жидкости 

(получаемом в нулевом порядке из уравнения для 
х -компоненты импульса): 

_( ___ ) eRedfJa(x)_(--) 
Uo x,y,z = М2/ dx Uo y,z, 

qi tg (qi/2) = 1/ Kn, 

_ (- _) '"' 2sin(qi/2) cos(qifj) 
иа y,z = - ~ Х 

. 1/2 + Kn sin2 (qi/2) qf 
i 

х ( 1 _ ch(qiz) ) 
ch (qix/2) + qi Knsh (qix/2) · 

(1) 
Здесь число Kn предполагается постоянным. 

Распределение давления остается таким же, как и 

для течения без скольжения. При этом вклады мо­

лекулярных эффектов учитываются независимым от 
эффекта сжимаемости образом. Поскольку значение 

Kn зависит от давления, приведенные выражения 

(1) можно применять, если для Kn принять не­
которое среднее значение вдоль канала. Если же 

считать Kn локальным параметром, то приходим 

к дифференциальному уравнению для давления, 

записанному в виде бесконечного ряда, каждый 

член которого включает давление не алгебраически, 

а неявно, через корни трансцендентного уравне­

ния. Даже если найдено приближенное решение 

трансцендентного уравнения, интегрирование диф­

ференциального уравнения приводит к решению для 

р0 (хо) только в неявной форме. 
К счастью, можно избежать рассмотрения этой 

нетривиальной задачи, учитывая, что распределение 

давления одинаково для любой геометрии канала, 

если считать параметр Kn глобальным. Более того, 
следует заметить, что в случае потока между па­

раллельными плоскостями нелинейность в распре­

делении давления возникает главным образом за 

счет эффектов сжимаемости, причем вклад члена 

с локальным числом Kn представляет собой лишь 
малую поправку [ 17]. 

Если рассматривать канал с сечением в виде 

прямоугольника, треугольника или любой другой 

формы с одним и тем же характерным масштабом 

длины l, то физическую природу молекулярных 

эффектов, зависящую главным образом от l, можно 
считать одинаковой. Таким образом, член, содержа­

щий число Kn, представляет собой лишь поправку 
к профилю распределения давления, задаваемому 

сжимаемостью. Следовательно, разумно предполо­
жить, что в этом приближении выражение для дав-

ления имеет вид р0 (х) = Jx (1- Р2 ) + Р2 +0 (Kn). 
Локальное число Kn можно ввести согласно равен­
ству 

Kn' 
Kn = ~======= Jx (1 - р2) + р2, 
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а б 

Рис. 1. Профиль безразмерной скорости на выходе (а) и входе (6) канала прямоугольного сечения как функция 
безразмерной ширины z и высоты у для Кп = 0.05, Р = 1.5 
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Рис. 2. Профиль безразмерной величины Ио как функция безразмерной ширины z и высоты у (а) и профиль 
безразмерной скорости на плоскости стенки как функция безразмерной высоты у и длины х (6) для Кп = 0.05, 

Р= 1.5 

где Kn' - значение на выходе из канала. Тогда акси­
альная компонента скорости запишется следующим 

образом: 

_ (- __ ) eRe dр0 (х)тт (- __ ) 
Uo x,y,z = М2/ dx ИQ x,y,z , 

(2) 

qп tg (qп/2) = Jx (1- Р2 ) + Р2 
/ Kn', 

Профиль безразмерной скорости потока 

u0 (х, fj, z), однозначно заданный величиной па­
дения давления Р = 1.5 в канале квадратного 

сечения с Kn = 0.05, приведен на рис. 1: на 

выходе из канала, z = 1 (а), и входе в канал (6). 
Анализ выражений (2) показывает, что при большом 
падении давления Р уменьшается вклад эффекта 

скольжения на входе и вдоль всего канала, кроме 

окрестности выхода. 

Численная оценка аксиальной компоненты ско­

рости позволяет сделать заключение, что вклад мо­

лекулярных эффектов в изменение скорости имеет 

тот же знак, что и вклад сжимаемости. Профиль 

величины Ио на входе (определяющей влияние 
молекулярных эффектов) для Kn = 0.05, Р = 1.5 
представлен на рис. 2, а. Возрастание проскальзыва­
ния потока при движении к выходу гораздо больше 

у стенки, чем в середине потока: скорость на выходе 

в два раза превышает скорость на входе в углу, на 

треть превышает ее значение на середине стенки 

и только на несколько процентов у центральной 

линии потока. Изучение профиля полной скорости 

u0 (х, у, z) для Kn = 0.05, Р = 1.5 в плоскостях 
у = const или z = const показывает, что за счет 

сжимаемости поток ускоряется при движении вдоль 

канала (см. рис. 2, 6). При этом за счет проскальзы­
вания ускорение у стенки больше, чем в центре по­

тока. Однако абсолютное значение скорости в углу 
на два порядка меньше, чем у центральной линии. 

Анализ движения потока при высоком давлении 
показывает, что чем больше падение давления, тем 

более плоским становится распределение скорости 
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вдоль канала, а ускорение возникает только вбли­

зи выхода. Большое падение давления эффективно 

снижает роль скольжения потока вдоль канала, 

за исключением только его конца. Поток массы в 

канале для заданных значений давления на входе 

и выходе может быть вычислен путем умножения 

скорости на плотность и интегрирования по сечению 

канала. Оценим, например, результат на выходе из 
канала при х = 1 . Это приводит к следующему 
размерному выражению для потока массы: 

. h4 р2 ( р2 - 1) 00 1 1 

m = µL RT 4 ~ 1/ sin2 sп + 2 Kn' s~ Х 
Х (sпХ - l ,) 

cth Sп:К + 2sп Kn 

(3) 

1 
Sп = arctg '( / ) + 7rn, 2 Kn 7r 2 + 7rn 

P _Pin . - dm 
- р ,m- dt · 

Поток массы зависит от высоты канала в чет­

вертой степени, так же как и в стандартных за­

дачах. Численная оценка потока массы демонст­

рирует его почти линейную зависимость от Kn' 
независимо от геометрии сечения канала. Пример 

для квадратного сечения приведен на рис. 3. Эф­
фект сжимаемости становится ясным при сравнении 

приведенного решения (3) для in с результатом, 
полученным для несжимаемого потока inincompr. 

Как видно из выражения (3), для in характерна 
квадратичная зависимость от Р. Легко показать, 

что in/inincompr = Hl + Р), т. е. при высоких дав­
лениях наблюдаемый поток массы для сжимаемой 

среды больше, чем для несжимаемой. Однако это 
различие становится незначительным при малой 

величине падения давления, так как в этом случае 

плотность остается практически постоянной вдоль 

канала. Вообще говоря, все полученные результаты 

справедливы при произвольных значениях отноше­

ния давлений Р, за исключением области вблизи 

Р = 1. В самом деле, раскладывая в ряд при Р ---+ 1 

выражение р0 (х) = Jx (1 - Р2 ) + Р2 + О (Kn), 

dm/dt 

0.13 

0.12 

0.11 

0.08 0.1 
Kn 

Рис. 3. Безразмерный поток массы (нормированный на 

h 4 tP 
µL RT ) в канале прямоугольного сечения как функция 

числа Кнудсена Кп' при Р = 1.5 

получаем р0 (х) ~ 1 + (1 + х) (Р - 1) +О (Kn). Вто­
рой член в этом выражении стремится к нулю 

при Р ---+ 1, так что вклад членов О (Kn) ста­

новится превалирующим по сравнению с вкладом 

члена, связанного с давлением, и им уже нельзя 

пренебрегать. И тогда предположение о том, что 

р0 (х) ~ Jx (1 - Р2 ) + Р2 , более не является спра­
ведливым. 

Заключение 

Приведенные результаты получены для модели 

течения сжимаемой среды на основе приближен­

ного решения уравнения НС с учетом скольже­
ния на стенке в первом порядке теории возмуще­

ний. Из результатов следует нелинейный характер 

распределения давления потока массы вследствие 

сжимаемости и молекулярных эффектов. Сжима­

емость увеличивает наблюдаемый поток массы, и 
это увеличение тем больше, чем больше падение 

давления Р. Молекулярное скольжение приводит к 

дальнейшему росту расхода массы в единицу вре­

мени, более существенному при низких значениях 

падения давления. Ускорение потока возникает за 

счет сжимаемости газа. Численные оценки приводят 

к выводу о том, что вклады молекулярных эффектов 

и сжимаемости в изменение скорости имеют оди­

наковый знак. С ростом Р относительный вклад 
молекулярных эффектов в скорость у входа в канал 

уменьшается. Заметим, что если бы рассматрива­
лась нормальная компонента скорости, можно было 

бы сделать дополнительные выводы, касающиеся 

скорости и дрейфа массы от центральной линии к 

стенке. 

Таким образом, проведенное в настоящей работе 

изучение динамики трехмерных газовых потоков в 

микроканалах показывает, что влияние сжимаемо­

сти и характерного для микромасштабов молеку­

лярного скольжения потока вдоль стенок канала 

на динамику потока качественно соответствует дву­

мерному случаю. Интересным представляется факт 

малости абсолютной величины скорости скольже­

ния в углах канала по сравнению с ее значением 

на стенке. Происходит как бы торможение потока 

вблизи углов канала, несмотря на все молекулярные 

эффекты. 

Полученные в работе выражения для динами­

ческих переменных могут быть использованы для 

практического расчета скорости, распределения дав­

ления и потока массы в прямоугольном канале, а 

также в треугольном канале без учета молекуляр­

ных эффектов. 
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