
Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. № 5 19 

4. Владимиров В.С. Уравнения математической физики. М.: 
Наука, 1981. 

5. Мусхелишвили Н.И. Сингулярные интегральные уравне­

ния. М.: Наука, 1968. 

6. Крутицкий ПА., Чикилев А.О. 11 Дифф. уравнения. 2000. 

36, №9. с. 1196. 

7. Чикилев А.О., Крутицкий ПА. 11 Вестн. Моск. ун-та. Физ. 

УДК 517.958:533.7 

Астрон. 2001. № 2. С. 30 (Moscow Uпiversity Phys. Bull. 

2001. No. 2. Р. 31). 

8. Габов С.А. 11 Матем. сб. 1977. 103(145), №4. С. 490. 
9. Крутицкий ПА. 11 Матем. заметки. 1996. 60, № 1. С. 40. 

10. Крутицкий ПА. 11 ЖВМ и МФ. 1996. 36, №1. С. 136. 

Поступила в редакцию 

09.02.01 

ДИССИПАТИВНI:.IЕ СЛАГАЕМЫЕ 
В КВАЗИГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ И ИХ ВЛИЯНИЕ 

НА ПОЛЕ ТЕЧЕНИЯ В УДАРНОЙ ВОЛНЕ 

Т. Г. Елизарова*),, М. Е. Соколова 

(кафедра математики) 

E-mail: telizar@yahoo.com 

Приведен общий вид квазигазодинамических уравнений и вид дополнительных диссипа­

тивных слагаемых в цилиндрической и декартовой системах координат. Продемонстрировано 

влияние дополнительной диссипации на параметры течения газа в ударной волне. 

Проблема описания течений газа с помощью 

моделей, расширяющих возможности традиционных 

уравнений Навье-Стокса (НС), уже долгое время 
интересует исследователей. Одной из таких моде­
лей является система квазигазодинамических (КГД) 
уравнений [ 1-4]. Эта система описывает поведение 
пространственно-временных средних - плотности, 

скорости и температуры, а не мгновенных простран­

ственных средних, как в теории НС. КГД-уравнения 
отличаются от уравнений НС дополнительными ди­
вергентными слагаемыми с параметром размерности 

времени в качестве коэффициента. Дополнитель­

ная диссипация, присутствующая в КГД-уравне­

ниях, обеспечивает эффективность численных ал­

горитмов, построенных на их основе [ 1, 4, 5]. 
Представляется интересным изучение роли этой 

дополнительной диссипации на примере конкретных 

газодинамических течений. Отметим, что КГД-урав­
нения отличаются от других, близких по структуре 

систем, которые предлагались в работах [6, 7]. 
Течение газа описывается с помощью трех зако­

нов сохранения - массы, импульса и энергии, -
которые могут быть представлены в индексном виде 

в обычных обозначениях как 

д . 
дtр + 'VJ' =о, (1) 

:t (р uk) + '\!Jiuk + '\lkp = 'Vi пik, (2) 

д р . ~ 
дt Е + 'Vip(E + р) + '\liq' = 'Vi(П' uk)· (3) 

•) Институт Математического моделирования РАН. 
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Для замыкания системы (1)-(3) необходимо опре­
делить выражения для вектора плотности потока 

массы Ji, тензора вязких напряжений Пik и вектора 
теплового потока qi . 

Система уравнений НС описывает поведение 

мгновенных пространственных средних значений 

газодинамических параметров р, ui , р. Соответ­
ствующие выражения для величин J15 , П~5 и 
q15 приведены, например, в работе [8]. Если для 
вычисления р, ui и р использовать пространст­
венно-временные средние, то систему уравнений 

(1)-(3) можно замкнуть двумя другими способами 
[2, 3]. Для идеального политропного газа такое 
замыкание имеет вид 

п~GD = П~s + тui(puj'Vjuk + '\lkp)+ 

+тgik( Uj '\Jjp + /р'\7 jUj), 

(4) 

(5) 

и образует КГД-систему уравнений. Второй спо­

соб замыкания образует КГД-систему, справедли­

вую для описания течений неидеальных газов и 

жидкостей. 

В приведенных уравнениях '\! i и 'Vi - ко­
и контравариантные производные, gij - метриче-
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ский тензор, k - коэффициент теплопроводности, 

е = р/(р(/ - 1)) - удельная внутренняя энергия, 
1 - показатель адиабаты. В выражения ( 4)-(6) 
входит релаксационный параметр т, который по 

порядку величины совпадает со средним временем 

свободного пробега молекул в газе и может быть 

связан с коэффициентом вязкости газа соотноше­

нием т rv µ/р, где µ - коэффициент динамической 
вязкости, µ/р - максвелловское время релаксации. 

Таким образом, в КГД-уравнениях выделяются два 

типа диссипативных слагаемых - обычная вязкость 

НС, пропорциональная коэффициенту вязкости µ, 
и дополнительная диссипация, пропорциональная 

коэффициенту т. 

Пользуясь правилами тензорного анализа [9], 
-i -i - ik 

выпишем вид КГД-добавок JQGD, qQGD, ПQGD к 
векторам плотности потока массы, тепловому пото­

ку и тензору вязких напряжений в цилиндрической 

и декартовой системах координат. 

В цилиндрической системе координат добавка 

к вектору плотности потока массы в физических 

координатах имеет вид 

- QGD 
Jr.p = 

[ 
д 1 д 2 д 1 др] 

= -т дr (риr.риr) +-:;: д<р (риr.р) + дz (риr.риz) +-:;: д<р , 

- QGD 
Jz = 

[
1 д 1 д д 2 др] 

= -т -:;: дr (rpиzиr) +-:;: д<р(риzиr.р) + дz(риz) + дz · 

Добавка к вектору теплового потока выражается 

следующим образом: 

-QGD 1 
qr = -триr--Х 

1-1 

Х [иr !___ (!!_) + и'Р ~ (!!_) + иz !___ (!!_)] -
дr р r д<р р дz р 

-триrр [иr!_ (~) + и'Р ~ (~) + иz!_ (~)], 
дr р r д<р р дz р 

-QGD 1 qr.p = -триr.р--Х 
1-1 

Х [иr !___ (!!_) + и'Р ~ (!!_) + иz !___ (!!_)] -
дr р r д<р р дz р 

-три р [иr!_ (~) + и'Р ~ (~) + иz!_ (~)] , 
'Р дr р r д<р р дz р 

q-QGD = -три _1_ х 
z z 1 1-

Х [иr !___ (!!_) + и'Р ~ (!!_) + иz !___ (!!_)] -
дr р r д<р р дz р 

-триzр [иr!_ (~) + и'Р ~ (~) +иz!_ (~)]. 
дr р r д<р р дz р 

Добавки к тензору вязких напряжений имеют 

достаточно громоздкий вид: 

-QGD 
Пrr = триrХ 

[ 
диr и'Р диr и'Р диr 1 др] 

Х иr-+----+иz-+-- + 
дr r д<р r дz р дr 

[ 
др и'Р др др . ] 

+ т иr дr + ;з д<р + иz дz + /Р d1v u , 

П-QGD 1 
rr.p =триr-;:Х 

-QGD 1 
Пzr.p =триz-Х 

r 

Здесь 

divu= ~ д(rиr) + ~ диr.р + диz. 
r дr r д<р дz 

Заметим, что, в отличие от тензора НС, этот допол­
нительный тензор несимметричен. 
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В декартовой системе координат приведенные 

выше выражения упрощаются: компонента добавки 
к вектору плотности потока массы имеет вид 

- QGD 
Jx = 

[ 
д 2 д д др] 

= -т дх (рих) + ду (рихиу) + дz (рихиz) + дх , 

компонента вектора теплового потока: 

1 
ifxQGD = -трих--Х 

1-1 

Х [их__§____ (!!_) +и __§____ (!!_) + Uz __§____ (!!_)] -
дх р уду р дz р 

-трихр [их:х (~) +иу:у (~) +иz:z (~)]' 
добавки к тензору вязких напряжений НС для 
диагональных элементов: 

- QGD ( дих дих дих) 
Пхх =трих Uхдх+иуду+иzдz + 

( 
др др др) . 

+т 2их дх +иуду+ Uz дz + T/pd1vu, 

для недиагональных элементов: 

- QGD _ ( диу диу диу 1 др) 
Пху -TPUx Uхдх+иуду+иzдz+рду. 

Путем циклической перестановки координат ( х ---+у, 
у ---7 Z, Z ---7 Х И Ux ---7 Uy , Uy ---7 Uz , Uz ---7 Ux) МОЖНО 
получить все остальные компоненты. 

В приведенных формулах дивергенция вычисля -
ется следующим образом: 

d
. - дих диу диz 
lV U - дх + ду + дz . 

Считая течение плоским, одномерным и парал­
лельным оси Ох, рассмотрим плоскую неподвиж­

ную ударную волну, фронт которой перпендикуля­
рен оси Ох и расположен в точке х = О. Такое те­

чение описывается системой КГД-уравнений (1)-(3) 
в виде 
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2 д 1) д ( 3 ди 2 др ди) +ри р-- +-т ри -+2ри -+1ри- . 
дх р дх дх дх дх 

(7) 
Здесь в правую часть уравнений вынесены дополни­

тельные диссипативные слагаемые, пропорциональ­

ные т. 

В качестве граничных условий на правой и левой 

границах используются условия Ренкина-Гюгонио. 

При проведении расчетов величины х, t, р, и, р, Е 
обезразмерены путем деления на Л 1 , Л1/ а1, Р1, а1, 
p1ai, p1ai (здесь Л - средняя длина свободного 
пробега частиц в газе, а= (1р/р) 1 ! 2 - скорость 
звука). Зависимость коэффициента вязкости от тем­
пературы выбирается в виде µ ,....., тw. Индексы 1 и 2 
соответствуют значениям газодинамических вели­

чин слева и справа от фронта волны. Число Маха 

вычисляется как Ма =и/а. Расчеты проведены с 

использованием явной по времени разностной схемы 

второго порядка точности по пространству. Решение 

начально-краевой задачи получено с помощью про­

цедуры установления по времени. Использованный 

алгоритм аналогичен описанному в работе [ 4]. 

Для выяснения роли дополнительной вязкости 

была проведена серия расчетов, в которых параметр 

т выбирался в интервале от О до 5т0 , где т0 = µ/р. 
Уменьшение т приводило к сокращению необхо­

димого для устойчивости схемы шага по времени 

и увеличению числа итераций до сходимости. Для 

обеспечивания сходимости решения по сетке задача 

решалась на последовательности сгущающихся се­

ток с числом узлов по пространству 201, 601 и 1201. 

На рис. 1-4 представлены профили газодина­

мических величин в ударной волне для случая 

Ма1 = 5, Pr = 2/3, (J) = 0.5, / = 5/3 (Pr -
число Прандтля). Плотность, температура и ско­
рость на рис. 1, 2 дополнительно нормированы 

с помощью соотношений р = (р - р1)/(р2 - Р1), 

Т = (Т-Т1)/(Т2-Т1), u = (и-и2)/(и1 -и2). Сплош­
ная линия отвечает случаю т = т0 , пунктирная 

линия ( т = О) - случаю уравнений Навье-Стокса, 
штрих-пунктир - варианту, когда параметр релак­

сации постоянен и вычислен по значениям парамет­

ров газа за ударной волной ( т = µ2 /р2 ). Линия с 
точками соответствует расчету этой задачи мето­

дом прямого численного моделирования Монте-Кар­

ло [ 4]. Эти данные можно считать эталонными. 

Из графиков следует, что дополнительная дис­

сипация практически не влияет на ширину удар­

ной волны, которая вычисляется по максимальному 

наклону графика плотности и является одной из 

важных характеристик течения в ударной волне 

(рис. 1). Распределения скорости и вязких напряже­
ний также слабо зависят от величины параметра т 

(рис. 1, 3). Наиболее чувствительными к выбору 
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Ма=5, ro=0.5 

и р 

0.8 

0.6 
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0.2 

о 

-6 -4 -2 о 2 хГЛ 4 

Рис. 1. Профили плотности и скорости 

Ма=5, ro=0.5 
т 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

о 

-8 -6 -4 -2 о 2 хГЛ 4 

Рис. 2. Профили температуры 

дополнительной вязкости оказываются температура 

(рис. 2) и тепловой поток (рис. 4*) ): выбор т = т0 
приводит к заметному увеличению температуры га­

за и теплового потока перед ударной волной, где 

времена свободного пробега частиц относительно 

велики. Наиболее близкие результаты к эталонным 

значениям дает вариант с выбором параметра ре­

лаксации т в соответствии с параметрами течения 

за ударной волной. Эти результаты для всех пара­
метров течения по точности превосходят данные, 

полученные на основе уравнений Навье-Стокса. 

Авторы выражают благодарность И.А. Граур за 
помощь в работе. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
01-01-00061). 

•) Отметим, что в нашей работе [4] кривая для q, соответству­
ющая уравнениям Навье-Стокса (фиг. 2), ошибочна. 

Ма=5, ro=0.5 

п 

-6 -4 -2 о 2 хГЛ 4 

Рис. 3. Профили вязких напряжений 

Ма=5, ro=0.5 

о~---:0:::-:-:-:=1~:---.::~~~-т-----;::="'~~~ 

q 

-5 о хlЛ 

Рис. 4. Профили теплового потока 
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