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Рассмотрены погруженные в непрерывный спектр собственные значения спектральных 

задач для акустического и электромагнитного волноводов с заполнением. Указан критерий 

существования бесконечной последовательности собственных значений для заполнений типа 

«вставки». В случае заполнения типа «простой вставки» и «колена» собственные значения 

найдены как корни трансцендентных уравнений~. 

Рассмотрим нерегулярный цилиндрический вол­

новод О, заполненный неоднородным веществом, 

которое характеризуется положительной функцией 

q(x, у). Спектральная задача для таких волноводов 
имеет вид 

{ 

Ли(х, у)+ k2q(x, у)и(х, у)= О, (х, у) Е О, 

иlan =О, (1) 

\!и Е L2(0). 

Отсутствие аналога принципа Рэлея для погру­
женных в непрерывный спектр собственных зна­

чений ограниченного самосопряженного оператора 

значительно затрудняет исследование вопроса об 

их существовании. Поэтому в настоящее время не 

ясно, существуют ли вообще собственные значения, 

вложенные в непрерывный спектр, спектральной 

задачи (1). Вернер доказал, что эта задача имеет 
чисто непрерывный спектр, если О - локально 

сжатый, плоский волновод, заполненный однород­

ным веществом, т. е. q(x, у) - константа, а граница 
волновода удовлетворяет некоторым условиям (глад­
кости и монотонности) [ 1]. 

В работе [2] показано, как заменить в задаче (1) 
граничное условие Дирихле на условие третьего 

рода, чтобы появилось вложенное собственное зна­
чение, а в [3, 4] найдено, что внутрь плоского 
волновода О с условием Неймана на границе можно 

поместить препятствие Т так, чтобы спектральная 

задача 

Ли(х, у)+ k2q(x, у)и(х, у)= О, (х, у) Е О - Т, 

дд иl =О, 
п an 

\!и Е L2(0) 

дд иl =О, 
п ат 

обладала хотя бы одним вложенным собственным 

значением. 

В настоящей работе рассматривается полый 

плоский волновод постоянного сечения, заполнен­

ный однородным веществом с q = 1 , в которое 
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перпендикулярно к оси волновода Ох вставлена 

одна или несколько пластин с различными q #- 1, 
т. е. q(x) является кусочно-постоянной функцией 

от х. В этом случае удается доказать существо­

вание бесконечной последовательности собственных 

значений задачи (1), если q(x)) 1 и q(x) ф_ 1. Для 
двух случаев (когда вставлены соответственно одна 
или две пластины) найдены трансцендентные урав­
нения, которым удовлетворяют собственные значе­

ния, и исследовано поведение собственных значений 

как функций параметров вставки (ер. [5]). В первом 
случае будем называть заполнение «простой встав­

кой», а во втором - «коленом». 

1. Спектральные характеристики волновода 
с заполнением типа вставки 

Пусть полый плоский волновод постоянного се-

чения 

О= {х Е JR.1, у Е [О, +7r]}, 

заполнен неоднородным веществом, характеризу­

емым кусочно-постоянной функцией q(x, у). Рас­
смотрим спектральную задачу 

{
Ли+k2q(х)и=О, 

иlу=О =О, иly=1r = О, 

и Е L2(0). 

(2) 

Будем искать классическое решение этой задачи, 

т. е. дважды непрерывно дифференцируемое вне 

разрывов функции q( х), а вдоль разрывов удовле­
творяющее условиям сшивки 

[и]=[~~]= О. (3) 

В силу полноты системы тригонометрических 

функций решение (2) всегда можно представить в 
виде 

СХ) 

и(х, у; k) = L ип(х; k) sin (пу), 
n=l 
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причем Uп ( х) Е L 2 (JR1) n С1 (JR 1 ). Подставляя это 
выражение в (2), получим 

(4) 

С другой стороны, функция 

Uп (х, у; k) = Uп (х; k) sin (пу), 

где ип(х) удовлетворяет уравнению (4) и принадле­
жит L 2(JR1) n С1 (JR 1 ), уже есть решение задачи (2). 
Поэтому все собственные функции задачи (2) ис­
черпываются следующим набором функций: 

Uп (х, у; k) = Uп (х; k) sin (пу), п = 1, 2, ... 

где ип (х; k) удовлетворяют задаче (4). 
Эта задача сводится к квантовомеханической за­

даче о спектре одномерного уравнения Шрёдингера, 

поэтому можно утверждать, что при п = 1, 2, ... все 
ее собственные значения лежат на интервале 

и при q ) 1 для каждого п найдется хотя бы одно 
собственное значение задачи ( 4) (ер. с теоремой 
ХШ.6 из [6]). 

Это означает, что задача (2) при q ) 1 имеет 
бесконечно много собственных значений. Следует 
отметить, что поскольку, как показал Джоне [2], 
непрерывный спектр задачи (2) заполняет полуось 
[1, +оо), лишь конечное число этих собственных 
значений не вложено в непрерывный спектр. 

2. Заполнение типа «простой вставки» 

Обратимся теперь к простейшему случаю: 

{

q, 
q (х) = 

1, 

х Е (-1, +1), 

тогда собственная функция задачи ( 4) имеет вид 

C1exp{Jп2 -k2 x}, х<-1, 

Сз sin [ Jk2q - п2 х J + 

+ с 4 cos [ J k2 q - п 2 х] , -1 < х < 1, 

С 2 ехр { -J п 2 
- k2 х} , х > 1, 

а условия сшивки (3) приводят к системе из четырех 
однородных линейных уравнений для определения 

констант С1 , ... , С4 . Эти уравнения разрешимы тог­
да и только тогда, когда k2 как функция от q 
удовлетворяет одному из двух соотношений: 

Jп2 - k 2 cos [ ..jk2q - п2 ] = 

= Jk2q - п2 sin [ ..jk2q - п2 J 

или 

Jп2 - k 2 sin [ ..jk2q - п2 J = 

= - J k2 q - п 2 cos [ J k2 q - п 2 ] • 

Если собственное значение k2 удовлетворяет пер­
вому соотношению, то ему отвечает нечетная соб­

ственная функция, а если второму - то четная 

собственная функция. 

Эти уравнения позволяют вычислить все соб­
ственные значения задачи (2), меньшие некоторой 
заданной константы, при любом заданом значе­

нии q. На рис. 1 отмечены все резонансные частоты 
(корни из собственных значений), величина которых 
меньше, чем 3, при 1 < q < 10. Из этих графиков 
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видно, что число собственных значений задачи (2) 
между частотами отсечек (п - 1) 2 и п2 быстро 
растет с ростом п или q. Заметим еще, что у 
задачи (2) имеются кратные собственные значения 
при некоторых q (рис. 2). 

3. Заполнение типа «колена» 

Обратимся теперь к случаю заполнения типа 
«колена»: 

{ 

qi > 1, 

q (х) = q2 < 1, 

1. 

хЕ(-а,О), 

х Е (О, +Ь), 

Повторяя проделанные выше выкладки, можно най­

ти трансцендентное уравнение, которому удовлетво­

ряют собственные значения задачи ( 4). При доста­
точно больших п у этого уравнения всегда появ­
ляются вещественные корни. Поэтому существует 

бесконечно много собственных значений задачи (2), 
хотя для заполнения этого типа из сказанного в п. 1 
не следует существование даже одного собственно­

го значения. Следует также отметить, что можно 
так подобрать константы, чтобы все собственные 

значения были вложены в непрерывный спектр. 

Например, при q1 = 1.35, а= 1, q2 = 0.10, Ь = 4 
собственные значения распределены на интервалах 

между квадратами частот отсечки следующим об­

разом: на интервале [О, 1] нет ни одного собст­

венного значения, на интервалах [п2 , (п + 1) 2
] при 

п = 1, ... , 5 лежит по одному собственному значе­
нию, при большем п число собственных значений 

на интервалах [п2 , (п+ 1) 2
] начинает расти. 
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4. Электромагнитный случай 

Уравнение Гельмгольца (2) можно рассматривать 
как первое приближение к изучению собствен­

ных значений спектральной задачи для волновода 

в электромагнитом случае. На простом примере 

прямоугольного волновода с неоднородностью типа 

простой вставки можно убедиться, что эффект резо­

нанса, изученный выше для акустического волново­

да, также имеет место в электромагнитном случае. 

В частности, при е ) 1 и µ = 1 у волновода су­
ществует бесконечно много собственных значений, 

каждое из которых двукратно. 

В заключение хотелось бы отметить, что все 

результаты пп. 1-3 прямо переносятся на трехмер­
ный случай, если всюду заменить п2 на частоты 
отсечки а;;_. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

РФФИ (грант 00-01-00111). 
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Рассматриваются две квазиравновесные модели иммунологии. Для одной из них изучается 

проблема единственности решения соответствующих обратных задач. Приводятся результаты 

математических экспериментов с оценкой достижимой погрешности. 

Настоящая статья посвящена разработке алго­

ритмов решения двух различных обратных задач 

иммунологии, предложенных в работе [1], и их 

апробированию на ЭВМ. 

1. Процесс активации иммунокомпетентных кле­
ток, соответствующий первой из этих задач, может 

быть описан системой уравнений [2] 
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dA 
dt = -аА + /ЗВ, А(О) = А0 ; 

~~ = -/ЗВ, В(О) =Во; 
dt 

n(A)=codA' 

(1) 


