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Рассматриваются правила вейлевского квантования, позволяющие получать квантовые 

аналоги уравнений движения для широкого кл:асса динамических систем с плоским фазовым 

пространством. 

Пусть система имеет п степеней свободы, а ее 

фазовое пространство является вещественным ли­

нейным пространством с размерностью 2п. Наблю­
даемыми являются функции A(q,p), где q,p Е Rп. 
Обычно под квантованием понимают единую проце­
дуру [ 1, 2], которая каждой классической наблю­
даемой, т. е. вещественной функции A(q,p), ста­
вит в соответствие квантовую наблюдаемую, т. е. 
самосопряженный оператор A(q,p). Сама функция 
A(q,p) называется в этом случае символом опера­

тора A(q,p). 
Примем, что эволюция классической системы на 

плоском фазовом пространстве R2п описывается 
дифференциальным уравнением 

d ( д д) dtA(q,p) = [, q,p, дq' др A(q,p), (1) 

где A(q,p) - гладкая функция, определенная на 
пространстве R2п и описывающая классическую 

наблюдаемую, а [, ( q, р, lq, lv) - линейный диф­
ференциальный оператор на пространстве глад­

ких функций. Для получения уравнений эволюции 
квантовых систем надо задать правила, позволя­

ющие квантовать классические уравнения движе­

ния (1) соответствующих дифференциальных опе­
раторов. Часто при задании этих правил стремятся 

записать уравнения движения в гамильтоновой фор­

ме [3-6], т. е. через скобку Пуассона с некоторой 
функцией Гамильтона. Однако в общем случае за­
труднительно определить, существует ли функция 

Гамильтона, является ли она единственной, если 

она существует, и найти ее явный вид, если она 

существует и единственна [7]. Поэтому кванто­
вание классических динамических систем общего 

вида, исходящее из уравнений движения, более 

удобно. В настоящей статье предлагаются правила 

вейлевского квантования уравнений эволюции клас­

сических динамических систем с плоским фазовым 

пространством. 

1. Лиево-йордановы алгебры 

Пусть множество наблюдаемых образует линей­
ное пространство М0 над полем вещественных 

чисел R. Определим для наблюдаемых из М0 
две билинейные операции умножения, обозначае­

мые символами · и о и удовлетворяющие условиям: 
1) <Мо,-> - алгебра Ли: 

А·В = -В·А, (А·В)·С+(В·С)·А+(С·А)·В= О; 

2) < М0 , о > - специальная алгебра Йордана: 

А о В= В о А, ((А о А) о В) о А= (А о А) о (В о А); 

3) выполняются тождество дифференцирования 
йордановой алгебры и тождество связи ассоциато­

ров: 

А· (В о С)= (А· В) о С+ В о (А· С), 

п2 
(АоВ)оС-Ао(ВоС) = 4 ((А·В)·С-А·(В·С)). 

В этом случае говорят, что определена лиево-йор­

данова алгебра [8, 9]. Будем также полагать, что 
в М0 существует единица I такая, что А о I = А 
и А · I = О. Обозначим через М свободную лие­
во-йорданову алгебру над полем вещественных чи­
сел R с единицей I и образующими qk и pk , где 
k=1, ... ,n и 

Для классических наблюдаемых A(q,p) и B(q,p) 
эти операции можно определить через скобки Пуас­

сона в R2п и обычное умножение функций: 

A(q,p) · B(q,p) = {A(q,p), B(q,p)}, 

A(q,p) о B(q,p) = A(q,p)B(q,p). 
(3) 

Для квантовых наблюдаемых А = A(q,p) и 
В= B(q,p) операции лиева и йорданова умножений 
определяются в виде коммутатора и антикоммута­

тора: 

л л 1 лл лл 
А· В= -(АВ - ВА) in ' 

л л 1 лл лл 

А о В = 2 ( АВ + В А). ( 4) 
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2. Алгебра умножений лиево-йордановой 
алгебры 

Для всякого элемента А Е М определим два 

оператора левого (L1) и два оператора правого 
(R1) умножений, которые отображают М в себя 
по следующим правилам: 

L~C=AoC, LЛС=А·С, 

R~C=CoA, RЛС=С·А 

для любых С Е М. Эти отображения являются 
эндоморфизмами модуля алгебры М. Подалгебра 

алгебры эндоморфизмов модуля М, порождаемая 

всевозможными операторами L1 и R1, называется 
алгеброй умножений [10] лиево-йордановой алгебры 
М и обозначается А(М). Алгебры, порождаемые 
всеми операторами левых и всеми операторами пра­

вых умножений лиево-йо;дановой алгебры, совпа­

дают с А(М), так как L А= ±R1. 
Тождества, которым удовлетворяют лиево-йор­

дановы алгебры, приводят к соотношениям для 

операторов умножений. Для того чтобы их по­

лучить, необходимо использовать полную линеа­

ризацию [10] тождеств, определяющих алгебру, и 
свойства коммутативности йорданова произведения 

и антикоммутативности лиева произведения. 

Теорем а 1. Алгебра умножений А(М) лие­
во-йордановой алгебры М определяется: 
1) лиевыми соотношениями 

LЛ.в = LЛLБ - LБLЛ, 

2) йордановыми соотношениями 

LtAoB)oC + L~LьL~ + L~LьL~ = 

= L~oвL!: + L~ocL~ + L~ocL~, 

LtAoB)oC + L~LьL~ + L~LьL~ = 

= LьL~oB + L~L~oC + L~L~oC> 
LьL~oB + L~L~oC + L~L~oC = 

= L~oвL!: + L~ocL~ + L~ocL~, 
3) смешанными соотношениями 

L~.в = LЛL~-L~LЛ, LЛ0в = L~LБ+L~LЛ, (5) 

L+ - L+L+ !i
2 
L-L-

Aoв - А В - 4 В А' 

L+L+ L+L+ - !i
2 
L­

в А- А в--4 А·В· 

(6) 

Для алгебры классических наблюдаемых 1i = О. 

Из этих соотношений вытекают следующие 

утверждения. 

След ст в и е 1. Если йорданова алгебра по­
рождается множеством Х = { xk}, то соответству-
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ющая алгебра умножений порождается множеством 

операторов {L \, L \ m 1 xk, xm Е Х}. 
х х ох 

С л ед с т в и е 2. Если лиева алгебра порож­
дается множеством Х = { xk}, то соответствующая 
алгебра умножений порождается множеством опе­

раторов {L-kl xk Е Х}. 
х 

С л ед с т в и е 3. Если лиево-йорданова алгебра 
М порождается множеством Х = { xk}, то соответ­
ствующая алгебра умножений A(Md порождается 
множеством операторов { L \, L -k 1 х Е Х}. 

х х 

Отметим, что в последнем утверждении фигу-
рирует множество операторов {L\,L-klxk Е Х}, 

х х 

а не {L\,L\ 1 ,L-klxk,xl Е Х}, что обусловлено 
х х ох х 

первым из соотношений (6). 
Используя свойства образующих (2) и соотноше­

ния (5), легко доказать следующую теорему. 
Т е о р е м а 2. Если лиево-йорданова алгеб­

ра М с единицей I порождается множеством 
Х = {qk,pk,II k = 1, ... ,п}, элементы которо­
го удовлетворяют соотношениям (2), то соот­
ветствующая алгебра умножений А(М) порож­
дается множеством операторов {L±k, L±k, LJ'I 

q р 

qk, pk, I Е Х}, которые удовлетворяют коммута­
ционным соотношениям 

(7) 

[L=fk, L~] = [L=fk, L~] =О, 
q q р р 

[L±k, Lт] = [L±k, Lт] =о. q р 

(8) 

Отметим, что данные коммутационные соотноше­
ния для образующих {L±k, L±k, Lтl qk,pk, I Е Х} 

q р 

алгебры умножений А(М) одинаковы для клас­
сических и квантовых наблюдаемых. Соотноше­
ния (7), (8) определяют алгебру Ли, порожденную 
операторами L±k, L±k, LJ'. Из теоремы 2 вытекает 

q р 

очевидное утверждение: любой элемент [, алгебры 
умножений А(М) лиево-йордановой алгебры М 

может быть записан как полином [,(L±k, L±k, Lт) от 
q р 

операторов умножения {L±k, L±k, Lт}. 
q р 

3. Вейлевское квантование 

Соответствие между операторами А= A(q,p) и 
символами А( q, р) полностью определяется фор­

мулами, выражающими символы операторов qk А, 
A_qk, pk А, Apk через символ оператора А. Говорят, 
что задано вейлевское квантование ?rw, если эти 
формулы имеют вид 

( ( 
k i!i д ) ) лk л 

1rW q + 2 дрk A(q,p) = q А, 
(9) 

( ( 
k i!i д ) ) л лk 

1rW q - 2 дрk A(q,p) = Aq , 
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7rw ( (pk- i; д~k) A(q,p)) =pkA, 

7rw ( (Pk + i; д~k) A(q,p)) = Apk 

(10) 

для любых А= 7rw(A(q,p)). Доказательство спра­
ведливости этих формул содержится в работе [ 11]. 

Из определения (3) видно, что операторы L ~ 
и L А, действующие на классические наблюдаемые, 
задаются формулами 

L~B(q,p) = A(q,p)B(q,p), 

LЛB(q,p) = {A(q,p), B(q,p)}. 
(11) 

В силу определения ( 4) операторы i ~ и L А выра­
жаются в виде 

i~в = ~(АВ + ВА), iлв = i~(AB - ВА). 

Используя операторы умножений L1 и i1, пе­
репишем формулы (9) и (10) в виде 

Поскольку эти соотношения выполняются для лю­

бых А= 7rw(A), то можно определить вейлевское 
квантование самих операторов умножения L±k и 

q 

L±k следующим образом: 
р 

± л± ± л± 
11"W ( L k ) = L k , 11"W ( L k ) = L k . ( 12) q q р р 

Эти соотношения задают вейлевское квантование 
порождающих операторов алгебры умножений лие­

во-йордановой алгебры классических наблюдаемых. 

Из определения (11) для классических наблюда­
емых получаем 

и 

L;kA(q,p) = qk A(q,p), L;kA(q,p) = pk A(q,p) 
(13) 

дА(q,р) 

дqk 

(14) 
Выражения (13) и (14) позволяют рассматривать 
линейный полиномиальный дифференциальный опе­

ратор как элемент алгебры умножений лиево-йор­

дановой алгебры классических наблюдаемых. В ре­

зультате имеет место следующая теорема. 

Теорем а 3. Линейный полиномиальный 

дифференциальный оператор 

действующий на классические наблюдаемые 

A(q,p) ЕМ, является элементом. алгебры ум.но­
жений А(М) лиево-йордановой алгебры М клас­
сических наблюдаемых: 

( д д)_ (+ + - -[, q,р,дq'др -L Lq,Lv,-Lv,Lq)· 

Доказательство очевидно из определения опера­
торов L±k и L±k, заданных в (13) и (14). 

q р 

В силу (12) и коммутационных соотношений 
(7), (8) вейлевское квантование 11"W дифферен-

циальному оператору [,(q,p,lq'lv) на функ­
циональном пространстве сопоставляет оператор 

( л+ л+ л л ) [, Lq, Lv, -L;;, L-;; , действующий в операторном 
пространстве. Таким образом, вейлевское кванто­

вание дифференциальных уравнений с полиноми­

альными операторами [ 12], описывающих эволюцию 
наблюдаемых динамической системы (1), определя­
ется формулой 

( ( 
д д ) ) - ( л + л + л - л -) 

11"W [, q,р,дq'др -L Lq,Lp,-Lp,Lq. 

Поскольку коммутационные соотношения для 

операторов L±k, L±k и i±k, i±k совпадают, имеет 
q р q р 

место следующая теорема. 

Теорем а 4. При вейлевском. квантовании 
упорядочение образующих операторов в операто-

ре [, ( it, it, -i;;, i-;;) однозначно определяется 
упорядочением. в операторе[, (Lt, L%, -L;;, L-;;). 

Соответствие между полиномиальными диффе­
ренциальными операторами и элементами алгебры 

умножений лиево-йордановой алгебры классических 

наблюдаемых можно продолжить до соответствия 

между операторами более общего вида и элемен­
тами некоторой (нормированной инволютивной) ал­
гебры умножений [12]. 

4. Квантование системы типа Лоренца 

Рассмотрим уравнение эволюции классической 

наблюдаемой At ( q, р) для классической диссипатив­
ной системы типа Лоренца [13], имеющее вид 

d дAt(q,p) 
dtAt(q,p)=(-1Тq1+1ТP1) дqi + 

дAt(q, р) + (rq1 - Р1 - qip2) д + (15) 
Р1 

+ ( ) д At ( q, р) + ( Ь + ) д At ( q, р) 
1ТР2 д - Р2 qip1 д · 

q2 Р2 

Данное уравнение, записанное для наблюдаемых 

х = qi , у = Р1 и z = р2 , задает классическую 

диссипативную модель Лоренца [14, 15]: 

х' = -О"х + 1Ту, у'= rx - у - xz, z' = -bz + ху, 
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где х' = dx(t)/dt. Модель, предложенная Лоренцем 
в работе [ 14], является самой известной классичес­
кой диссипативной системой со странным аттракто­

ром. Эта система демонстрирует хаотическое пове­
дение [14, 15], когда выбраны параметры, близкие к 
значениям (Т = 10, r = 28, Ь = 8/3. 

Дифференциальный оператор [, для системы (15) 
имеет вид 

Перепишем данный оператор через L:k 
Получаем 

[, = -(-(ТLti +(ТL;1 )L;;1 + (rLti -L;
1 
-Lti L;JL~ -

-((ТL;2 )L;;2 + (-ЬL;2 + Lti L;1 )L~. 
Вейлевское квантование этого оператора приводит 

к следующему оператору на алгебре квантовых 

наблюдаемых: 

( л+ л+ л+л+)л-+ r L q1 - L v1 - L q1 L v2 L q1 -

- ((Тt;2 ) t;;2 
+ (-ьt;2 + tti t;

1
) t~. 

Используя определения операторов L ~, L А, получа­
ем квантовое уравнение типа Лоренца 

~A-i[(Т(Pi+P~)_rqi А]-i(Тл о[л А] 
dt t - li 2 2 , t li qi Р1 , t + 

+*Р1 о [ti1, At] + *bfi2 о [ti2, At] + 

+ * ti1 о (fi2 о [ ti1, At]) - * ti1 о (fi1 о [ ti2, At]) . 
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Заметим, что вейлевское квантование приводит 
именно к данному виду двух последних сла-

гаемых: tlk о (fiz о [ tlm, А]) , каждое из которых 

равно pz о ( tJk о [ tlm, А]) . Однако они не равны 

(qkopz)o [tim,A], что следует из (6). 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
00-02-17679-а). 
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