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где Ф - произвольная функция указанных аргумен­

тов. 

Таким образом, если исключить из (16) началь­
ные условия ( v11 , v 1-, 1) , можно получить выражение 
для поля, допускающего траектории частиц, на 

которых уравнение БМТ имеет решение вида (11): 

При этом В(х, у, z) определяется в неявном виде 
формулой (18). 

Для реализации интересующих нас траекторий 

необходимо и достаточно задать следующие началь­

ные условия: 

ха= На cos В(хо, Уа, zo), iJo =На sin В(хо, Уа, zo), 

i 0 = J1 2 - Нб - 1. 

Частные случаи н11 = О (Л = О) и Н1- = О, 

Н11 = Н11(х, у) (А.---+ оо) являются полями соответ­
ственно спирального и линейного магнитных онду­

ляторов. Движение спина в таких полях рассмат­

ривалось нами ранее [2]. Отметим, что в случае 
Н1- = О траектории интересующего нас типа реа­

лизуются при произвольных начальных условиях. 

УДК 535.12.01 

Итак, в работе определен класс полей и най­

дены начальные условия для движения частицы, 

при которых существуют аналитические решения 

уравнений БМТ для произвольных / и g. Показано, 
что в постоянных полях, удовлетворяющих соотно­

шению Н11 = ЛН1-, достаточным условием такого 
представления решений является пропорциональ­

ность кривизны траектории и кручения. 

Авторы благодарны В.Ч. Жуковскому, Б.А. Лы­
сову и В.Г. Багрову за внимание к работе и обсуж­

дение полученных результатов. 
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На примере модели Зоммерфельда рассмотр1ены новые решения задачи о движении про­

тяженной заряженной частицы во внешних поJшх: туннелирование, циклотронное движение, 

рассеяние на кулоновском центре, броуновское движение. Выявлены отличия таких движений 

от классических. 

В работе [1] были обсуждены проблемы клас­
сического движения излучающей точечной заря­

женной частицы, описываемой уравнением Лорен­

ца-Дирака. Для их решения много лет назад были 
предложены различные модели классических «раз­

мазанных» (т. е. не точечных) частиц. Одной из 
таких моделей является модель Зоммерфельда жест­
кой сферы с радиусом а, массой m и зарядом Q [2] 
(частица Зоммерфельда; см. также п. 4 в работе [1]). 

В так называемом квазистационарном приближе­

нии [3-6] уравнение движения протяженной части-
цы в рамках этой модели принимает вид 

где а - радиус сферы, Т/ = 3~;2 , v = dR/ dt, R -
координата ее центра, F ext - внешняя сила. 

В настоящей статье рассмотрены новые решения 

этого известного уравнения. 

1. Туннелирование 

Уравнение (1) имеет решения, которые можно 
интерпретировать как классическое туннелирова­

ние [7]. Физика такого эффекта проста: благодаря 
запаздыванию частица начинает «понимать», что 

подпадает под действие потенциальной силы слиш-

mv = Fext + Т/ [v(t - 2а/с) - v(t)], (1) ком поздно, и проскакивает барьер. 
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Рассмотрим нерелятивистское решение уравне­

ния (1) для потенциального барьера, который обра­
зован однородным статическим электрическим по­

лем Ez, направленным вдоль оси z и отличным от 

нуля в слое О < z < L (модель плоского конденса­
тора): 

{ 

о, 

Ez= Е, 

о, 

z <о, 
О< z < L, 

L <z. 
Пусть частица движется также вдоль оси z: 

R = (О, О, R). Введем безразмерные переменные 

у= R/ L, х = ct/ L, а*= 2а/ L и выберем для прос­
тоты а* = 1. Внешняя сила, определяемая полем 
Ez, есть 

Fext = J drpEz = EQ f, (2) 

где плотность заряда сферы Зоммерфельда дается 

формулой 

р = QJ(lr - RI - a)/47ra2
, 

а ступенчатая функция 

{ 

о, 

f- (2y+l)/2, 
- (-2у + 3)/2, 

о, 

у< -1/2, 
-1/2 <у< 1/2, 
1/2 <у< 3/2, 

3/2 <у, 

возникает вследствие конечности размера частицы 

и ограниченности области пространства, в котором 

существует электрическое поле. 

С учетом (2) уравнение движения (1) частицы 
Зоммерфельда принимает вид 

d
2
y _ k [dy(x - 1) _ dy(x )] + >..f 

dx 2 - dx dx ' 

где k = ~ >.. = LQE. 
Зmс2 а' mc2 

(3) 

Сравним (1)-(3) с аналогичной задачей для клас­
сической заряженной точечной частицы без излуче­

ния. Такая частица подчиняется уравнению 

где 

{
о, 

Fв=Л 1, 
о, 

у< о, 

о< у< 1, 
1 <у. 

Классическое решение уравнения ( 4) таково: 

v2 = 2>.. + v6, О< у< 1, 

где v = dy / dx, v0 - начальная скорость. 

(4) 

Для начальных скоростей меньше критической: 

v6 < v;r, v;r = 2IЛI, существует точка поворота, т. е. 

классическая частица не может преодолеть потенци­

альный барьер, барьер преодолевается, только если 
2 2 

Vo > vcr· 

Решение задачи о барьере для частицы Зоммер­
фельда существенно отличается от классического. 

Можно попытаться построить решение уравне­
ния (3) так: поделить ось z на единичные интерва­
лы, найти аналитически решение на каждом из них, 

а затем сшить полученные решения на границах 

интервалов (скорость и координата сферы должны 
быть непрерывны). Однако для наших целей бо­
лее эффективным будет численное интегрирование 

уравнения (3), которое и выявит эффект классичес­
кого туннелирования частицы Зоммерфельда. 

Численные результаты показаны на рис. 1-3. На 
рис. 1 видно возникновение эффекта туннелирова­
ния при k = 1, >.. = 0.5: если начальные скорости 
сферы v = 0.4, 0.6 и 0.7, то все они приводят, как 
следует из рисунка, к повороту траектории; однако 

частица с начальной скоростью v = 0.8 проходит 

барьер - возникает эффект туннелирования. (Заме­
тим, что все скорости выбраны из «подкритической 

области» v ~ Vcr = 1.0 .) 
На рис. 2 эффект туннелирования возникает при 

k = 1, >.. = 0.1: если начальные скорости сферы 
v = 0.12 и 0.3, то все они приводят к повороту 

траектории; однако частица с начальной скоростью 

dy/dx 
0.80 г-~==-------------------, 

0.52 

0.24 v = 0.8 

-0.04 

-0.321---

-0.3 0.1 0.5 0.9 1.3 у 

Рис. 

dy/dx 
0.40 г--===-----------------, 

0.26 

0.12 

-0.02 

-0.16 

-0.3 0.1 0.5 0.9 1.3 у 

Рис. 2 
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dy/dx 

О.40г--===============::=::==~ 
k = 10, v = 0.4 

о.3о r----~~---::--=------I 
k = 10, v = 0.3 

0.20 

-0.3 0.1 0.5 0.9 1.3 у 

Рис. 3 

v = 0.4 проходит барьер, т. е. туннелирует. (Все 
скорости выбраны из «подкритической области» 

V ~ Vcr = 0.44720 .) 
Сравнение рис. 3 и рис. 2, различающихся только 

значением k, показывает, что чем больше значе­

ние k (сильнее запаздывание), тем сильнее эффект 
туннелирования: k = 10 для рис. 3, а Л и v - те же, 
что и для рис. 2. Эффект туннелирования на рис. 3 
возникает уже для двух значений скорости: v = 0.3 
и 0.4 (все скорости выбраны из «подкритической 

области» v ~ .J21ЛТ = 0.44720). 

2. Частица в магнитном поле, циклотрон 

Пусть частица Зоммерфельда радиуса а дви­
жется во внешнем статическом магнитном по­

ле Н; тогда внешняя сила записывается так: 

Fext = J drp[R, Н]/с и для р = Qд(lr - RI - a)/47ra2 

принимает вид 

Q· 
Fext = -[R, Н]. 

с 
(5) 

Если магнитное поле сосредоточено в слое ко­

нечной толщины S (О < У < S) и параллельно 
оси z (R = (Х, У, О)), то вследствие конечности 
размера частицы силу F ext (5) следует умножить 
на ступенчатую функцию f: 

!= 

у< -а, 

-а< У< а, 

а< У< S- а, 

S- а< У< S +а, 

S +а< у. 

(6) 

В безразмерных переменных х = Х / М, у = 
= У/М, т = ct/M (М - масштабный множитель) 
уравнение (1) с учетом (5), (6) принимает вид 

jj =К [у(т - d) - у(т)] - Лхf, 

х =к [х(т - d) - х(т)] + A.yf, 

9 ЕМУ, физика, астрономия, No 6 

(7) 

где 

и 

d 
о, у< -2, 

у 1 d d 

d+ 2' -2<у<2, 

!= 1, 
d d 
-<y<L--
2 2' 

L-y 1 d d 
-d-+2, L--<y<L+-

2 2' 

о, 
d 

L+ 2 <у, 

Q2M 
К---­

- 3a2mc2 ' 

Л-QНМ 
- mc2 ' 

d= 2а 
М' 

(8) 

Классическим аналогом уравнений (7), (8) для то­
чечной частицы без радиационного затухания явля-
ется система 

где 

ii = -A.xg, 

х = A.yg, 

{ 

о, 

g= 1, 
о, 

у< о, 

О< у< L, 
L <у. 

(9) 

(10) 

Выбирая начальные условия в виде х(О) = О, 

у(О) = О, х(О) = О, У(О) = v, получаем решение 
системы (9): 

v v 
х = - л + л cos ( ,\ т)' 

v . 
у = -:\" sш ( Л т) (О < у < L). 

(11) 

Отсюда следует, что если начальные скорости 
меньше критической скорости Vcr = ЛL, то траек­
тория частицы (полуокружность) целиком лежит 
внутри магнитного слоя и частица не может перейти 

через «потенциальный барьер» и войти в «запре­

щенную» область у > L. Для L = 104 и Л = 101-4 
величина критической скорости Vcr равна единице. 

Уравнения (7) численно проинтегрированы для 
следующих значений скорости, толщины слоя и 

параметров частицы Зоммерфельда (см. также [8]): 
v = О.43 и О.44, L = 104, л = 1он, d = 1.0, 
К = 4/(3d2

), т. е. частица выбрана с зарядом 
и массой порядка электронных, магнитное по­

ле - приближенно равным 1012 Гс, а длина слоя 
s ~ 5.0. 101-9 см. 

Результат интегрирования представлен на рис. 4, 
где для сравнения приведена классическая траекто­

рия (11) при v = 0.44. Отчетливо видно возникнове­
ние эффекта туннелирования для частицы Зоммер­
фельда: при скорости v = 0.43 частица движется 

в разрешенной области у < L, но при v = 0.44, 
которая меньше критической Vcr = 1 , частица про­
ходит барьер и попадает в «запрещенную» область 

у> L = 104
. 



18 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. № 6 

у 

20·103 ,...---------------------, 

16· 103 

12· 103 

8·103 

4·103 Classic: v = 0.44 

о.о 4·103 8·103 12· 103 16· 103 х 20· 103 

Рис. 4 

Теперь рассмотрим движение частицы Зоммер­
фельда в скрещенных полях. 

Пусть статическое магнитное поле параллельно 

оси z для у < О и у > L и обращается в нуль при 
О < у < L. Пусть для О < у < L существует ста­
тическое электрическое поле Е, параллельное оси 

у, причем оно всегда коллинеарно у-компоненте 

скорости частицы (т. е. частица всегда ускоряется 
электрическим полем в зазоре О < у < L ). Тогда 
получаем простейшую модель циклотрона. 

Уравнения движения частицы Зоммерфельда в 
циклотроне имеют вид 

где 

у= К [У(т - d) -У(т)] - >..xf + Esgn(y)(l - !), 

х =к [х(т - d) - х(т)] + >..yf, 

QEM 
Е= --2-. 

те 

(12) 

Классический аналог уравнений (12) получается 
занулением К и заменой f на g (10): 

у= ->..xg + Esgn(y)(l - g), 
х =Луg. 

Начальные условия выберем в виде 

х(О) = у(О) = х(О) = у(О) =О. 

(13) 

Согласно классическому уравнению движения 
(13), без радиационного трения частица движется 
по раскручивающейся спирали. Полный прирост 

кинетической энергии частицы Wc = ( х )2 /2 +(у )2 /2 
записывается в виде Wc = N EL, где N - чис­

ло прохождений частицы через зазор с ускоря­

ющим электрическим полем Е. Если N = 10, 
Е = >.. = 101-7 , L = 105 , то Wc = 101-1 . Уравнения 
движения частицы Зоммерфельда (12) были чис­
ленно проинтегрированы с нулевыми начальными 

условиями и следующими значениями параметров: 

L = 105 , >.. = 101-7 = Е, d = 0.3, К= 2.0, т.е. 
частица выбиралась с массой и зарядом порядка 

электронных значений, магнитное поле - прибли­

женно равным 8.0 · 107 Гс, а электрическое по­
ле в зазоре соответствовало разности потенциалов 

104 эВ, величина зазора была приближенно равна 
101-7 см. 

Результаты вычислений представлены на рис. 5 
(классический случай) и рис. 6 (частица Зоммер­
фельда). Видно, что для одного и того же «вре­
мени» т ~ 108 (т. е. t ~ 101-4 с) классическая 
частица без учета радиационного трения совершит 

N = 10 проходов через зазор с полным приростом 
кинетической энергии Wc = 0.1, тогда как частица 
Зоммерфельда - только N = 6 проходов с полным 
приростом кинетической энергии Ws = 0.0375 (для 
классической частицы прирост Wc для N = 6 равен 
0.06 ). Таким образом, раскручивание траектории 
для частицы Зоммерфельда существенно запазды­

вает по сравнению с классическим случаем. 

УА 
0.60 ,...---------------------, 

0.36 

0.12 

-0.12 

-0.36 

-0.60 
-0.48 -0.24 о.о 0.24 0.48 ХА 

Рис. 5 

УА 
0.60 

0.36 

0.12 

-0.12 

-0.36 

-0.60 
-0.48 -0.24 о.о 0.24 0.48 ХА 

Рис. 6 

Отметим, что запаздывание по росту энергии 

приходится в основном на моменты движения внут­

ри зазора. Это можно объяснить отличием величин 

ускорения частицы в электрическом поле (пропор­
циональным Е ~ 101-7 ) и в магнитном поле (про­
порциональным v>.. ~ 101-8 ): как известно, поток из­
лучения электромагнитной энергии пропорционален 

квадрату ускорения излучающей частицы. 
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3. Рассеяние Резерфорда 

Рассмотрим теперь задачу о рассеянии частицы 

Зоммерфельда на точечном кулоновском центре. 
Благодаря эффекту запаздывания такое рассеяние 

должно отличаться от стандартного рассеяния Ре­

зерфорда, и следует ожидать, что для частицы 

Зоммерфельда угол рассеяния будет меньше (см. 
также [9]). 

Для численного счета воспользуемся уравнени­

ем (1). Внешняя сила F ext, образованная точечным 
зарядом е в точке r = О, записывается в виде 

! er 
Fext = drp r3' (14) 

что для сферы Зоммерфельда с плотностью заряда 

р = QJ(lr - RI - a)/47ra2 дает стандартное кулонов­
ское выражение 

eR 
F ext = R3 , R > а. (15) 

Переход к безразмерным переменным R = П·2L, 
ct = х · 2L приводит уравнения (1), (15) к виду 

где 

2Q 2L 
К---­

- 3mc2a2 ' 
,\- eQ д / 

- 2mc2L' =а L. 

Если рассеяние происходит в плоскости Х - У 
(П = (Х, У, О)), то система (16) разбивается на два 
уравнения: 

У= К [У(х - д) - У(х)] + ЛУ(Х2 + У2 )1-з/2, 

х =к [х(х - д) - Х(х)] + ЛХ(Х2 + У2 )1-3/ 2 . 
(17) 

Начальные условия при х = О возьмем в виде 

Xi = 1000, Yi = Ь (Ь - прицельный параметр), 

xi = Vi, Yi = о. Выберем также начальную ско-
у 

300 

240 

180 

120 

60 

о 
-447 -126 196 518 839 х 

Рис. 7 
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рость vi = -0.1 и следующие значения параметров: 
К=4/30 и Л=О.1 (K/Л=(4/3)(Q/e)(l/J2)). 

Численные результаты представлены на рис. 7. 
Видно отличие рассеяния для классической зада­

чи Резерфорда (кривая 1) от рассеяния в модели 
Зоммерфельда (кривая 2) для выбранных значений 
Ь = 60.0, и д = 4.0. Таким образом, вследствие 

запаздывания угол рассеяния () для протяженной 

частицы меньше стандартного. 

4. Запаздывание для броуновской частицы 

Как уже отмечалось, уравнение движения части­

цы Зоммерфельда под действием внешней силы в 
квазистационарном приближении можно записать в 

безразмерном виде: 

У(х) + Гу(х) = f(x) +1 [у(х -д)-у(х)], (18) 

где у( х) безразмерная скорость частицы; 
х - безразмерное время; f ( х) - внешняя сила; 
Г -коэффициент вязкости окружающей среды; д -
запаздывание по времени; / - коэффициент в 

соотношении, связывающем величину д и отно­

шение электромагнитной массы к механической: 

1д = (L/3a)(Q 2/a)/(mc2
) (здесь 2а - размер час­

тицы Зоммерфельда с зарядом Q и массой m). 
Если f - стохастическая сила, то (18) можно 

рассматривать как уравнение броуновского движе­

ния заряженной частицы с временным запаздыва­

нием (см. также [10]). 
Возникает естественный вопрос: совпадают ли 

эффективные температуры броуновского движения 

заряженной частицы и классической точечной не­

заряженной частицы? Для ответа воспользуемся 
методом спектральных разложений (или методом 
Райса, - см., напр., [11]). 

С помощью фурье-преобразований 

у(х) = J dwexp (iwx)yw 

решение основного уравнения (18) может быть пред­
ставлено так: 

_;__ ! dz f(z) ! dw ехр (iw(x - z)), 
2i7r g(w) 

где g(w)=w-iГ'+i1exp(-iwд), Г'=Г+1. Тогда 
для стационарного процесса, т. е. для достаточно 

большого «времени» х: х ~ 1/Г, но при произволь­
ном запаздывании д по сравнению с х, если кор­

реляционная функция силы R(x, у) = <f(x )f(y)> 
имеет вид R(x, у) = R0д(х - у), то дисперсия D 
(D = <у(х )у*(х )>) запишется следующим образом: 

СХ) 

D = Rад ! dw = Rад I 
27r g(w)g*(w) - 27r ' 

(19) 
1-CXJ 
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I 
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25.6 

19.2 

12.8 
g = 1.0 
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о.о 6.4 12.8 19.2 25.6 G 32.0 

Рис. 8 

где 

I = I(g, G) = 
СХ) 

! dz 
= z 2+(G+g)2+g2 -2g(G+g) cos(z)+2gzsin(z) = 

1-CXJ 
СХ) 

! dz 
Ф(z; g, G) 

(20) 

и g := 1д, G := ГJ. 
Таким образом, вместо того, чтобы решать исход­

ное уравнение (18), а затем, используя найденные 
решения, искать дисперсию, можно сразу попытать­

ся вычислить интеграл (19)-(20). 
Функции I(g, G) и Ф(z; g, G) имеют следующие 

свойства: 

1) Ф > О для g, G > О; 
2) если g =О (т. е. запаздывание отсутствует), то 

Ф = z2 + G 2 = Ф в и интеграл I вычисляется явно: 

I (g := О, G) = 7r / G := I в; 

это дает стандартный броуновский результат: 

Ro 
D=2г=Dв; 

3) dФ/dG > О для всех z,g,G, отсюда 
dI/dG <О; 

4) I(g, G ---+ О) ---+ оо для G ---+ О возни-
кает полюс z = О в подынтегральном выраже­

нии 1/Ф: Ф(z ---+ О, g, G---+ О) ~ z 2 (1 + g) 2 + G 2
, 

следовательно, если главный вклад в интег­

рал I дает окрестность полюса z = О, то 

I(g, G---+ О)~ (7r /G) · 1/(1 + g) = Iв/(1 + g), так что 

I(g, G) < I(g, G---+ О)= Iв/(1 + g). 

I 
32.0 ~---------------~ 

25.6 

19.2 

12.8 

6.4 

о.о 6.4 12.8 19.2 25.6 g 32.0 

Рис. 9 

Результаты численного интегрирования функ­

ции I представлены на рис. 8 и 9. На рис. 8 
изображены кривые I(g, G) для 0.1 < G < 10 и 
g=O.O, 1.0, 5.0, а на рис. 9 - кривые I(g,G) 
для О < g < 10 и G = 0.1, 1.0, и 5.0. Видно, что 
I(g, G) < Iв = 7r /G. 

Таким образом, величина дисперсии для заря­

женной броуновской частицы (и, следовательно, 
величина эффективной температуры) меньше, чем 
для классической броуновской частицы без электри­

ческого заряда. 
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