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Обобщаются результаты, полученные ранее, на множества ограниченных монотонных 

функций, имеющих счетное число точек разрыва первого рода на отрезке. Доказывается 

равномерная сходимость приближенных решений к точному на некотором подмножестве 

данного отрезка. 

Введение 

Важной особенностью некорректных задач явля­
ется невозможность оценить погрешность прибли­

женного решения или скорость его сходимости к 

точному. Поэтому очень важно найти в постановке 

задачи ту дополнительную (априорную) информа­
цию, которая позволила бы оценить погрешность 

решения или сделать вывод о сходимости прибли­

женного решения. В качестве такой информации, 

как показано в монографии [ 1], можно использо­
вать информацию о монотонности или выпуклости 

решения. В настоящей работе делается попытка 

обобщить результаты, полученные в работе [2], на 
монотонные функции, имеющие на рассматривае­

мом отрезке счетное число точек разрыва первого 

рода. При этом указывается подмножество отрезка, 

на котором приближенное решение сходится равно­

мерно к точному. 

Пусть задачу нахождения точного решения мож­

но записать в виде операторного уравнения 

Az=u, (1) 

где А : Z ---+ И - линейный непрерывный инъектив­

ный оператор, а Z и И - линейные нормированные 

пространства. Пространство Z является простран­

ством вещественных суммируемых функций z( х), 
заданных на отрезке [а, Ь] . Норма в пространстве 

Z вводится как llzllz = {f: lz(x)IPdx} 1lv, где р > 1, 
т. е. Z = Lv[a, Ь]. Выбор же пространства И несу­
ществен для рассматриваемой задачи. 

Вместо точных оператора А и правой части 

u известны приближенные оператор Ah и правая 

часть щ такие, что Vz Е Z: llAhz - Azllu ~ hllzllz, 
llua - ullu ~ д. Пусть в пространстве Z задано 
компактное множество М и известно, что точное 

решение z операторного уравнения (1) принадле­
жит множеству М. Если рассматривать Т/ = ( h, д) 
как вектор погрешности рассматриваемой задачи, 

то, как показано в монографии [ 1], в качестве 
приближенного решения z11 операторного уравне-
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ния (1) можно взять любой элемент из множества 
Z;& := {z ЕМ: llAhz - uallu ~ hllzllz + J}. Тогда 
'iz11 Е Z;&: llz11 - zllz---+ О при Т/---+ О. 

Функция z11 ( х) сходится к точному решению 

z(x) в пространстве Lv[a, Ь], что для практических 
задач часто бывает не очень удобно. Поэтому же­

лательно построить такие компакты М, что из схо­

димости в пространстве Lv[a, Ь] следует поточечная 
сходимость функции z11 ( х) к функции z( х) на всем 
отрезке [а, Ь] . 

Приведем некоторые теоремы, используемые в 

данной статье. 

Теорем а (Больцано-Вейерштрасса). Из вся­
кой ограниченной последовательности вещест­
венных чисел можно выделить сходящуюся под­

последовательность. 

Теорем а (Кантора). Непрерывная на сегмен­
те функция равномерно непрерывна. 

Теорем а из [3]. Разность <р(х) = z(x) - s(x) 
между неубывающей функцией z( х) и ее функци­
ей скачков s( х) есть неубывающая и непрерывная 
функция. 

Докажем следующую простую лемму. 

Лемм а 1. Пусть на не более чем. счет­

ном. множестве Е задана последовательность 
вещественных функций { zп ( х)}, ограниченных 
по модулю константой С > О, т. е. Vx Е Е: 
lzп(x)I ~С. Тогда из последовательности {zп} 
можно выделить подпоследовательность { zпk}, 
сходящуюся в каждой точке множества Е. 

Согласно теореме Больцано-Вейерштрасса, из 

последовательности { zп} можно выделить после-

довательность {z~1 )}, сходящуюся в произвольно 
выбранной точке х 1 Е Е. Аналогично из последо-
вательности { z~1 )} можно выделить последователь­
ность {z~2 )}, сходящуюся в точках х 1 ,х 2 ЕЕ. Про­
должаем процесс неограниченно и строим последо-

(1) (2) (п) 
вательность z1 , z2 , ... , zп , ... , которая сходится 
в каждой точке множества Е. • 
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Монотонные функци 

Пусть М - множество неубывающих на от­

резке [а, Ь] функций z( х), ограниченных снизу и 
сверху константами С1 и С2 , т. е. Vx Е [а, Ь]: 

С1 ~ z(x) ~ С2. 
Теорем а 1. Пусть на отрезке [а, Ь] задана 

последовательность { zп} и элемент z такие, 
что zп Е МС Lv[a, Ь], z Е Lv[a, Ь], llzп - zilLp ---+О 
при п ---+ оо, где р ) 1. Тогда из последователь­
ности { zп} можно выделить подпоследователь­
ность { zпk}, сходящуюся в каждой точке на 
отрезке [а, Ь] к функции z ЕМ, при этом z = z 
почти всюду на [а, Ь]. 

Пусть множество Е состоит из всех рацио­

нальных точек отрезка [а, Ь] и точек а, Ь, ес­
ли они иррациональны. Множество Е - счетное 

множество. Согласно лемме 1, из последовательно­
сти {zп} можно выделить подпоследовательность 
{ zпk} , сходящуюся в каждой точке множества Е 
к некоторой функции z( х). Функция z( х) явля­

ется неубывающей функцией на Е. Предположим 

обратное, тогда 3х 1 , х 2 Е Е, х 1 < х 2 , ::Je > О: 

z(x2) = z(x1) - 3€. в силу сходимости последова­
тельности { zпk ( х)} в точках х 1 , х 2 справедливо: 

::JN(e) такое, что Vnk ) N(e): Znk (х2) ~ z(x2) + €' 
z(x1) - € ~ Znk (х1). Из этого получаем, что 
Znk (х2) ~ z(x1) - 2€ ~ Znk (х1) -€ < Znk (х1), ЧТО ПрО­
ТИВОреЧИТ неубыванию функций zпk ( х) на отрезке 
[а, Ь]. 

Распространим определение функции z( х) на 

весь отрезок [а, Ь], положив z( х) = sup{ z(y): 
у Е [а, х], у Е Е} . Из этого определения следует, что 
z(x) является неубывающей на отрезке [а, Ь] функ­

цией и имеет не более чем счетное множество Q 
точек разрыва. 

Рассмотрим произвольную точку х0 Е (а, Ь), в 

которой функция z( х) непрерывна. Тогда Ve > О 
::3х1,Х2 ЕЕ, Х1 ~Хо~ х2: z(x1) - z(x2) ~ € и 
::JN(e) Vnk;? N(e): lzпk (х1) - z(x1)I ~ е, lzпk (х2) -
-z(x2 )1 ~ е. В силу неубывания zпk(x) на [а,Ь]: 
z(x1)-€ ~ Znk(xo) ~ z(x2)+e, а В СИЛУ неубываНИЯ 
z(x) на [а, Ь]: z(x 0 ) - е ~ z(x1), z(x2) ~ z(xo) + е. 
Тогда z(xo) - 2€ ~ Znk (хо) ~ z(xo) + 2€' т. е. 
lim zпk(xa)=z(xa). 

k---+= 
Рассмотрим множество Q. Согласно лемме 1, из 

последовательности { zпk} можно выделить подпо­
следовательность { zщ}, сходящуюся во всех точках 
множества Q и, следовательно, на всем отрезке 

[а, Ь]. Переопределим, если нужно, функцию z( х) 
в точках множества Q как z( х) = lim zщ ( х). До-

l---+= 
казательство неубывания функции z( х) проводит-

ся аналогично доказательству, проведенному для 

множества Е. Так как llzni - zllLp ---+ О, l ---+ оо, 
и llzп-zllLp---+0, n---+oo, то z=z в Lv, т.е. 
z(x) =z(x) почти всюду на [а,Ь]. • 

Замечание 1. Аналогичная теорема справедлива 
для невозрастающих функций. 

Замечание 2. Для строго возрастающих (убыва­
ющих) функций рассмотренная теорема не имеет 
места. Пример: [a,b]=[l,2], zп(х)=е-пх, Zп---+0, 
т. е. убывающая функция сходится к постоянной 

функции. 

Рассмотрим некоторую функцию z( х) на отрезке 
[а, Ь]. Для любой внутренней точки х отрезка [а, Ь] 
в курсе математического анализа (см., напр., [4]) 
вводятся понятия точки непрерывности, устранимой 

точки разрыва, точек разрыва первого и второго 

рода. Для крайних же точек а и Ь появляется неод­

нозначность с введением понятия устранимой точки 

разрыва и точки разрыва первого рода. Поэтому 

считаем, что точка а является устранимой точкой 

разрыва, если 3 lim z( х) #- z( а). Таким образом, 
х---+а+о 

для точек а и Ь не будем применять понятие точки 

разрыва первого рода. Из этого следует, что все 

точки разрыва ограниченной монотонной функции 

на интервале (а, Ь) являются точками разрыва пер­
вого рода. Точки же а и Ь являются либо точками 

непрерывности справа и слева соответственно, либо 

устранимыми точками разрыва. 

Л е м м а 2. Последовательность { zп ( х)} схо­
дится к функции z( х) в каждой точке отрезка 
[а, Ь], кроме, быть может, точек а, Ь и точек 
разрыва первого рода функции z( х). 

Если вся последовательность { zп ( х)} сходится 
к функции z( х) в каждой точке отрезка [а, Ь], то 
лемма доказана. В противном случае из последо­

вательности zп ( х) можно выделить две подпосле­
довательности: { zпk ( х)} и { zщ ( х)}, сходящиеся к 
функциям z1 ( х) , z2 ( х) , не совпадающим на не более 
чем счетном множестве точек отрезка [а, Ь] . 

Докажем, что функции z1 ( х), z2 ( х) име­
ют одни и те же точки разрыва первого ро­

да. Предположим, что в некоторой точке раз­

рыва х0 функции z2 ( х) функция z1 ( х) не­

прерывна. Пусть lim z2(x) = z1(xo) + н+, 
х---+хо+О 

lim z2(x) = z1(xo) + н-' н+ - н- >о. в силу 
х---+хо-0 

непрерывности z2 ( х) в точке х0 V h > О ::JJ ( h) > О 
Vx Е [хо - д(h), Хо+ J(h)J: lz1(x) - z1(xa)I ~ h. Так 
как н+ - н- > о' то 3h > о' для которого выпол­
няется хотя бы одно из неравенств н+ - h > О, 
h - н- > О. При выполнении первого неравен­
ства справедливы соотношения Vx Е (х0 , х 0 + д(h)]: 
z2(x) - z1(xo) ) н+' z2(x) - z1(x)) н+ - h >о, 
llz2 - z1llLp;? (н+ - h){д(h)} 1 lv >о. При -~шпол­
нении второго неравенства Vx Е [хо - д(h), ха): 
z2(x) - z1(xo) ~ н-' z2(x) - z1(x) ~ н- - h <о, 
llz2-z1llLp) (li-н-){д(h)}11v >О. Но эти неравен­
ства противоречат равенству llz2 - z1 llLp =О. Таким 
образом, точки разрыва первого рода функций z1 ( х) 
и z2 ( х) совпадают. 
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Пусть х0 Е (а, Ь) точка непрерывности 
функций z1 ( х) и .Z2 ( х). Предположим, что 

z2(xo) = z1(xo) + н, н > о. в силу непрерыв­
ности функций .Z2(x), z1 (x) Vh >О 3д(h) >о 
Vx Е [хо - д(h),хо + д(h)]: lz2(x) - .Z2(xo)I ~ h, 
lz1(x) - .Z1(~o)I ~ h._ Тогда ::Jh < Н/2 такое, что 
Vx Е [хо-д(h), хо+д(h)]: lz2(x )-z1(x )1) Н -2h >О, 
ll.Z2 - z1llLp) (Н - 2h){2J(h)}1/P >о. Это противо­
речит тому, что llz2 - z1 llLp =О. Лемма доказана. • 

Замечание 3. Функции .Z1 ( х) , .Z2 ( х) могут от­
личаться в точках а, Ь и точках разрыва первого 

рода. Например, пусть на отрезке [О, 1] опреде­

лена последовательность { zп} такая, что Vk > О: 
Z2k-1(x) = 1/k, Z2k(x) = e-kx. Видно, что функции 
z1(x) = lim Z2k-1(x), z2(x) = lim Z2k(x) раЗЛИЧа-

k---+= k---+= 
ются только в точке О: z1 (x) =О, .Z2(x) = 1 при 
х=О и z1(x)=z2(x)=O при хЕ(О,1]. 

Рассмотрим все точки разрыва первого рода 

функции .Z( х) и точки а, Ь. Эти точки представляют 
собой не более чем счетное множество Q = { xi}~, 
m ~ оо. Занумеруем все точки множества по возрас­
танию, т. е. если Xi < Xj, то i < j. Рассмотрим на 
отрезке [а, Ь] точки стi , Ti , i = 1, m - 1 , такие, что 
Xi < СТi < Ti < Xi+1, i = 1, m - 1. Обозначим через Т 

m-1 
множество объединений U [стi, тi] для различных 

i=l 
ДОПУСТИМЫХ СТi , Ti . 

Т е о р е м а 2. Последовательность функций 

{ zп ( х)} сходится равном.ер но на любом. множе­
стве v с Т. 

Функцию z( х) можно представить в виде сум­
мы некоторой непрерывной неубывающей функ­
ции <р( х) и функции ее скачков s( х), т. е. 

z( х) = <р( х) + s( х). Функция скачков s( х) постоянна 
на каждом из отрезков [ стi, тi], а функция <р( х) яв­
ляется равномерно непрерывной на [а, Ь] по теореме 
Кантора. 

Функция скачков s( х) ограничена, так как 
ограничена функция .Z( х). Из этого следует, что 

Ve > О существует множество Q 8 (e), состоящее 
из конечного числа N 8 (e) точек разрыва функции 
z( х) таких, что сумма скачков во всех осталь­
ных точках разрыва меньше е. Поэтому можно 

записать функцию скачков s( х) = s1 ( х) + s2 ( х), 
где s1(a) = s2(a) =О, s1(x) = [z(a +О) - z(a)] + 
+ 2:: [.Z(xi + О) z(xi - О)] + [z(x) - z(x - О)], 

х;<х 

Xi Е Qs(e), для s 2 (x) - Xi Е Q\Qs(e). При этом 
'ix1, Х2 Е [а, Ь], х1 ~ х2: О ~ s2(x2) - s2(x1) ~ е. 
Для каждой точки разрыва Xi Е Q 8 (e) рас­

смотрим отрезки [ cтi-l, Ti-l] и [ стi, тi]. Если 
Xi = а или Xi = Ь, то рассматриваем толь­
ко один из этих отрезков. Составим объедине-

ние Vc: = [ст1, т1] U ( U [стi-1, Ti-1] U [стi, тi]) U 
x;EQ,(c:) 
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U [стm-1, Tm-1], состоящее из конечного числа от­
резков. Обозначим через v" замыкание множества 

[ст1, Tm-1] \ (v" U ( U [тi-1, стi])) . Если множе-
х;ЕQ,(с:) 

ство v" #- 0, то оно представляет собой объедине­
ние конечного числа отрезков. Так как множество 

v" состоит из конечного числа отрезков, то объ­
единение V 6 U v6 тоже состоит из конечного числа 

отрезков. 

Функция <р( х) равномерно непрерывна на [а, Ь]. 
Поэтому множество v 6 Uv6 можно разбить конечным 

числом точек ~j ~ Q, j = 1, k, О< ~j+l - ~j < д(е) 
так, что Vx Е v 6 U v6 3~j, ~j+l: ~j ~ х ~ ~j+l, 

<р(х) - <p(~j) ~ е. При этом в множество {~i}~ 
включаем и точки стi, Ti для xi Е v". Поэтому 

если х Е [стi,тi] С v", то и ~j,~j+l Е [стi,тi]· Так как 
s2(x) = const на V[cтi, тi] С V 6 , то s2(x) - s2 (~j) =О. 
Тогда О~ z(x) - z(~j) = (<р(х) - <p(~j)) + (s2(x) -
-s2(~j))+(s1 (х )-s1(~j)) ~ е+О+е = 2е. Из леммы 2 
в силу конечности числа k следует, что ::JN(e) 
Vn ) N(e): lzп(~j) - .Z(~j)I ~ е. Тогда получаем 
lzп(~j) - .Z(x)I ~ lzп(~j) - .Z(~j)I + lz(~j) - .Z(x)I ~ € + 
+2е = 3е, аналогично lzп(~н 1 ) - .Z(x)I ~ 3е. Учи­
тывая, что Zп ( ~j) ~ Zп ( х) ~ Zп ( ~j+l), находим, что 
lzп(x)-z(x)I ~ 3е. Последнее неравенство справед­
ливо для множества v" u v" :J v, следовательно, оно 
справедливо и для v. • 

В работах [1, 2] была доказана теорема о том, 
что если точное решение z( х) операторного урав­
нения (1) является кусочно-непрерывной функцией, 
то имеет место равномерная сходимость последо­

вательности приближенных решений к точному на 

каждом замкнутом отрезке, не содержащем точек 

разрыва функции z( х) и точек а, Ь. Теорема 2 обоб­
щает этот результат на произвольное множество, 

являющееся объединением конечного или счетного 

числа таких отрезков. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 
99-01-00447, 01-01-06166). 
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