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Формальная аналогия между классическим rv~етодом осреднения и методом Крамерса-Хен

небергера приближенного описания динамики ;атомных систем в сильном монохроматическом 

поле используется для построения высших попр1авок к приближению Крамерса-Хеннебергера. 

Введение 

Идея метода Крамерса-Хеннебергера (КХ) [ 1-4] 
приближенного описания динамики атомных систем 

в сильном монохроматическом поле заключается в 

применении к исходному гамильтониану системы 

«атом + поле» 

1 ( е ) 2 Н=- р--А +V(x) 
2m с 

(1) 

(где*) А= Aaexsinwt, Ао = -Fc/ew, V(x) -
атомный потенциал, р - оператор импульса элек

трона) преобразования 

Sкн ~ ехр ( ;:µр ! А (t') dt') х 

х ехр (-~Jt А2 (t') dt') 
2nµc 

о 

[ 1], приводящего гамильтониан (1) к следующему 
виду: 

(2) 

где m и е - масса и заряд электрона, ае = 
= F/mw2 - амплитуда осцилляций свободного 
электрона в поле с напряженностью Е = F / е 
и частотой w. В приближении КХ в га

мильтониане (2) зависящий от времени потен
циал заменяется средним за период значени

ем Vкн(х, ае) - потенциалом КХ. Приближение 
КХ справедливо и продуктивно, если поправка 

ЛV = V(x+exae coswt)-Vкн(x, ае) несущественна. 
В этом случае все необходимые величины, на

пример скорости ионизации, поляризуемости, могут 

быть вычислены по теории возмущений, а энергии 

стационарных состояний хорошо аппроксимируют 

точные квазиэнергии системы. 

•) В настоящей работе мы ограничиваемся рассмотрением поля 
линейной поляризации. 

Целью настоящей работы является представле

ние гамильтониана КХ 

п2 
Нкн = -

2
µ Л - Vafo (х, д) - Va L fп (х, д) cosnwt, 

п 

27r 

fп (х, д) = 2~ J f (х + ехд- 1 cos <р) cos (n<p) d<p, 

о 

(3) 

(4) 
где а - характерный размер для исходного потен

циала, в виде асимптотического ряда по парамет

рам, контролирующим применимость приближения 

КХ [5], и обсуждение физического смысла высших 
поправок к приближению КХ. 

В рамках формализма КХ можно описать два 

принципиально различных режима: режим теории 

возмущений и режим стабилизации. В пределе 
д ~ 1 реализуется режим теории возмущений: ос
новные динамические характеристики атома (по
ляризуемость [6, 7], скорость ионизации [2]), вы
численные с использованием гамильтониана КХ 
при д ~ 1, совпадают с аналогичными величи

нами, вычисленными с использованием исходного 

гамильтониана (1) по стандартной теории возмуще
ний [8]. Противоположный предел соответствует ре
жиму стабилизации, поскольку скорость ионизации, 

вычисленная в приближении КХ в случае д ~ 1, 
убывает с увеличением интенсивности [9, 10]. 

Изучение области д ~ 1 интересно с мето

дической точки зрения, так как в этой области 
возможно сопоставление результатов, полученных 

в формализме КХ и в рамках других подходов. 

Такое сопоставление позволяет выявить физический 

смысл формальных конструкций - потенциала КХ, 
собственных функций и собственных значений га

мильтониана КХ, поправок к приближению КХ. 

Вычислим величину сдвига уровня m, соответ
ствующего невозмущенному состоянию lm), кото
рый обусловлен действием поля в случае д ~ 1 . 
В работах [6, 7] для кулоновского потенциала по-
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казана, что положение уровня в потенциале КХ от

ражает величину штарковского сдвига в высокочас

тотном пределе. Ограничимся для простоты обсуж
дением одномерных систем с гладким потенциалом 

V0 f(x/a), чтобы не рассматривать случай вырож
денных уровней. Следуя схеме, предложенной в ра

боте [7], разложим потенциал V0 f ( х /а+ 15- 1 cos wt) 
в ряд по 15- 1 , вычислим потенциал КХ: 

27r 

!о (х, 15) = 2~ ! f (~ + 15-l COS<p) d<p 
о 

и определим энергию уровня в потенциале КХ: 

ограничиваясь членами, квадратичными по полю: 

где Em - энергия невозмущенного уровня. Здесь и 
далее, если не сказано иное, используются атомные 

единицы (µ = е = li = 1 ). При вычислении (5) 
учтено, что в рассматриваемом случае ( 15 ~ 1) 

Высокочастотное разложение динамической поляри

зуемости 

( ) = '"' 2x;,kwkm 
а w ~ 2 2' 

k Ll.Jkm -LLJ 

(6) 

определяющей квадратичный по полю сдвиг не-

1 2 
вырожденных уровней ЛЕm = - 4a(w)F , хорошо 

известно [11]: 

a(w) = _ __!__ + Va \ml !" (::_) lm) -
w 2 w4 а 

(7) 

Сопоставляя выражения (5) и (7), получим, что 
положение уровня в потенциале КХ аппроксимирует 

величину штарковского сдвига с точностью до w- 4 . 

Таким образом, возникает задача о построении по

правок к потенциалу КХ, описывающих остальные 

члены в высокочастотном разложении динамичес

кой поляризуемости; иначе говоря, сформулирована 

обратная задача теории штарковского сдвига -
определение потенциала по спектру состояний, из

менившихся за счет эффекта Штарка. Известно, что 

в классической теории такая задача может быть 
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решена однозначно, только если искомая функция 

(потенциальная энергия) - четная функция коор
динаты [12]. 

1. Асимптотическое разложение функции 
Гамильтона в классической механике 

Аппарат метода осреднения [13] позволяет при
вести неавтономную гамильтонову систему к ав

тономному виду при помощи ограниченных при 

любом времени t преобразований. Запишем урав
нения Гамильтона исследуемой системы после пре

образования КХ (это преобразование определено и 
в классической механике [ 14-17]) в безразмерных 
единицах µ = V0 = а = 1 : 

dx дЙо dp 
d() др , d() 

дЙо 
дх, 

(8) 

Ha=Ew --fo(x,15)-'"'fп(x,15)cosп() , - (р2 ) 
2 ~ (9) 

где выражения для функций fп(х, 15) заданы 

формулой (4), Ew = rJ/w, () = т/еw, т = Ot, 
rJ = JV0 / µа2 . Потребуем малости Ew и представим 
функцию Гамильтона Й0 в виде ряда по Ew с 
помощью последовательного применения канони

ческих преобразований, осуществляющих переход 

от переменных Xj, Pj к переменным хн1 , Pj+l. Ка
нонические преобразования заданы производящими 

функциями вида 

дFн1 дFн1 
Xj+l = -д--, Pj = -д--, 

Pj+l Xj 
(11) 

- - дFн1 
Нн1 (хн1, Pj+1, В)= Hj (xj, Pj, В)+ -------ав· 

Применяя преобразование (10), (11) и выбирая 
функции Sн1 (xj, Рн1 , t) согласно соотношениям 

Ew asj+i("JePj+i,e) = -Xj, где Xj - все члены функ
ции Гамильтона, обращающиеся в нуль при усредне

нии по периоду в (j + 1)-м порядке по Ew, приведем 
исходную функцию Гамильтона (9) к следующему 
виду: 

2 

Hj = р~ - fo (xj, 15) + е~А1(xj,15) + 

+e~A2(xj,Pj,l5)+ ... +o (ei+
1
). 

Для примера выпишем производящие функции 

F1 , F 2 первых двух преобразований, осуществляю

щих переход от переменных х, р к перемен-
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ным х2 , р 2 , которые определяют функцию А1 = 

= 2:: 4~2 [V fп (х, д)] 2 : 
п 

F1 (х, Р1, В)= хр1 + е",51 (х, В), (12) 

где S1 (х, В)= 2:: ~ fп (х, д) sin пВ, 
п 

Ew 2:: 2~2 (Р2 V fп (х1, д) + 
п 

где S2 (х1, Р2, В) 

+V fп (х1,д)р2) cosnB. 

Ранее поправка А1 к потенциалу КХ 

ках классической механики была получена 

те [17]. 

в рам

в раба-

2. Асимптотическое разложение 
гамильтониана в квантовой механике 

Преобразования, проведенные в предыдущем па

раграфе, могут быть обобщены на случай квантовых 

систем. Запишем уравнение Шрёдингера для исход
ной системы после преобразования КХ в безразмер

ных единицах µ = V0 = а = 1 : 

.-f~дФ = ЙФ 
i дВ , 

Й ~ е. (р: - fo (х, б) - ~ fп (х, б)со,пВ) 

(13) 

где Ew = 0/1.J.), (} = т/еw, т = Ot, rJ = JVo/µa 2 , 

fi = lirJ/Vo. 
Преобразование Ин1 , соответствующее канони

ческому преобразованию (10), (11), имеет вид 

И;н ~ ехр { ;,е. / Х; (В') dB'} , 

где Xj(B) - все члены гамильтониана, определен

ного соотношением 

- - + .дИj + 
Hj = ИjHj-1 Uj + iдtUj , 

которое обращается в нуль при усреднении по пери

оду в (j + 1)-м порядке по е"'. При этом волновая 
функция преобразуется по закону Ф н1 = И/+ 1 Ф j. 

Преобразование И1 имеет следующий вид: 

Подставляя в уравнение (13) волновую функцию Ф 
в виде Ф = И1 Ф 1 , получим уравнение 

где 

- (р2 Н1 = Ew 2 - fo (х, д) -

'"' 1 . -€"' ~ -
2 

(pV fп (х, д) + V fп (х, д) р) sш пВ + 
2п 

п 

2 2'"' 1 +ewA1 +е"' ~ l (l-n) V fz ( х, д) V fz-п ( х, д) cos пВ+ 
n,l, 

+О (е~)). (14) 

Заметим, что гамильтониан (14) совпадает с функ
цией Гамильтона Й1 , которая получена после осу
ществления канонического преобразования, задан

ного функцией F1 (12). Применение преобразова
ния И2 с учетом разложения Хаусдорфа 

л л -Л л [ л л] 1 [ л [ л л]] е Ве =В+ А, В + 
2

! А, А, В + ... = 

= L ~! [А [А, ... [А, в] ... ] ] 
п 

не приводит к возникновению поправок к потен

циалу А1 , т. е. все члены гамильтониана Й2 , не 
обращающиеся в нуль при усреднении по перио

ду, имеют более высокий порядок малости по е"', 

чем А1 . Таким образом, гамильтониан Й2 можно 
записать в виде 

а модифицированный потенциал КХ описывается 

выражением вида 

2'"' 1 2 - fo (х, д) + €"' ~ -
2 

[V fп (х, д)] 
4п 

(15) 
п 

и не содержит специфических квантовых поправок. 
Структура потенциала (15) обсуждается в рабо
те [17]. 

3. Положение уровня энергии 
в модифицированном потенциале КХ 

Определим положение уровня lm2 ) в модифи

цированном потенциале (15) в случае д ~ 1 для 
одномерных систем, вычисляя матричный элемент 

вида 

и ограничиваясь членами, квадратичными по полю: 
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1 
вкн=Е +-х 

m2 m 4w2 

х[ 1- :~ (ml !" (~) lm) + ~~ (ml { !" (~)} 2 

lm)] F 2
, 

(16) 
где Em - энергия невозмущенного уровня lm). 
Здесь учтено, что в случае д ~ 1 поправки f п ( 4) 

имеют вид fп = 2 ~=;п!f(п) +О (&-n-l) (п-/= О). 
Выражение (16) записано в атомных единицах. 
Сопоставляя (7) и (16), получим, что положение 
уровня в потенциале (15) аппроксимирует величину 
квадратичного штарковского сдвига невырожденно

го уровня в высокочастотном поле линейной поля

ризации с точностью до w- 6 . 

Заключение 

Формальная аналогия метода КХ и метода осред

нения использована для построения высших попра

вок к приближению КХ. 

Показано, что учет первой неисчезающей поправ

ки к потенциалу КХ по (О/ w) в случае д ~ 1 опре
деляет модифицированный потенциал КХ, положе

ние энергетических уровней в котором аппроксими

рует величину квадратичного штарковского сдвига 

невырожденного уровня в высокочастотном поле 

линейной поляризации с точностью до w- 6 вклю
чительно. 

Авторы благодарны Р.В. Карапетяну, А.М. Попо
ву и М.В. Федорову за полезные обсуждения. 
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Когерентное фоторождение ry -мезонов на ядрах с J = Т = О рассматривается с точки 

зрения доминирующей роли правил отбора, на1,ладываемых спиновой структурой вершинных 

функций на процесс возбуждения и распада Sн(1535)- и D13 (1520)-резонансных субнук
лонных степеней свободы ядра. 

Введение 

Интенсивное теоретическое исследование коге

рентного фоторождения 17-мезонов на ядрах с замк

нутыми оболочками (с нулевым полным спином и 
изоспином), которое ведется уже на протяжении 
нескольких лет [ 1-5], связано в первую очередь 
с началом активного систематического эксперимен-
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тального изучения указанной реакции [6, 7]. Ос
новная проблема, которая объединяет различные 

теоретические подходы к изучению когерентного 

фоторождения 17-мезонов, состоит в том, что во

преки сильной связи 511 (1535)-резонанса в канале 

N + 17 и его доминирующей роли в элементарном 

процессе фоторождения 17 на нуклоне вклад этого 


