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ной линейной системы при амплитудно-частотном 

подавлении аддитивной помехи. 

4. Применение критерия максимума отношения 
сигнал-шум при A 1 (t) #- A 2 (t) (огибающие полез­
ных сигналов s1 (t) и s 2 (t) в отдельных модах замет­
но отличаются) не позволяет однозначно определить 
оптимальную характеристику БНЭ. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
00-02-17884). 
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Методом вариации постоянной решено уравнение движения частиц в твердом теле в прибли­

жении девятиконстантной теории упругости. Получены выражения, описывающие генерацию 

третьей гармоники на квадратичной и кубической нелинейности твердой среды. Предложена 

методика определения нелинейных параметро1в генерации третьей гармоники. Эксперимен­

тально исследована генерация второй и третьей гармоник поверхностных акустических волн 

в кристалле LiNЬO 3 и на контактной границе твердых тел. Выполнены оценки величин 

нелинейных параметров генерации и эффективных комбинаций упругих модулей четвертого 

порядка исследованного материала. 

Введение 

Исследования нелинейных акустических явлений 

в твердом теле обычно связаны с определением 

отклонений силы упругости идеальной решетки от 

закона Гука. При малых деформациях такие откло­

нения незначительны, и поэтому в подавляющем 

большинстве работ ограничиваются квадратичными 
поправками в уравнении состояния твердого тела, 

ответственными за генерацию второй акустической 

гармоники [ 1]. Однако в последнее время внимание 
привлечено к новым типам аномально высокой уп­

ругой нелинейности, характерной для тел, обладаю­

щих микроструктурой или дефектами сплошности 

(трещины, поры, отслоения и т. п.). Нелинейные 
эффекты, проявляющиеся в таких телах, могут слу­

жить источником информации о структуре твердого 

тела. В этой связи особую актуальность приобре­

тает развитие теории нелинейных взаимодействий 

высших порядков и определение нелинейных па­

раметров таких взаимодействий для последующей 

количественной их оценки. Генерация третьей гар­

моники рассматривалась в относительно немногих 

теоретических [2, 3] и экспериментальных [4, 5] 
работах. При этом не было уделено достаточного 

внимания определению нелинейного параметра ге­

нерации и сравнительным вкладам нелинейностей 

различных порядков в его величину. 

В настоящей работе получены выражения, опи­

сывающие пространственные и динамические ха­

рактеристики генерации третьей гармоники в задан­

ном поле основной волны без учета ее поглощения, 

и предложена методика определения нелинейных 

параметров генерации третьей гармоники. Также 

приводятся результаты экспериментальных исследо­

ваний процессов генерации второй и третьей гармо­

ник поверхностных акустических волн. Определены 

пространственные и динамические характеристики 

эффектов. Динамические характеристики анализи­

руются для двух типов нелинейности: собственной 

нелинейности материала (так называемой матери-
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альной нелинейности) и контактной акустической второго и третьего приближения имеют соответ-
нелинейности. Даны количественные оценки нели- ственно вид 

нейных параметров генерации высших гармоник и 

комбинации упругих модулей четвертого порядка 

для кристалла LiNbO 3 . Проведен сравнительный 
анализ полученных нелинейных параметров для 

случаев материальной и контактной нелинейности. 

1. Генерация третьей гармоники 
в изотропном твердом теле 

Для плоской продольной волны, распространяю­

щейся вдоль оси х, уравнение движения частиц в 

твердом теле имеет вид [ 1] 

(1) 

где И - внутренняя энергия твердого тела, и -
смещение, р - плотность недеформированного те­

ла. 

Разлагая И в ряд по компонентам тензора де­

формаций Uik с точностью до членов четвертого 

порядка малости и считая тело изотропным, по­

лучим из (1) уравнение движения, описывающее 
нелинейные эффекты для продольных упругих волн 

с учетом кубической нелинейности: 

(2) 

Здесь а = К + ~µ - комбинация линейных 
модулей упругости, а f' и f" определяются ком­
бинациями упругих модулей третьего (А, В, С) и 

четвертого (D, G, Н, J) порядка: 

где ,8=3К+4µ+2А+6В+2С, т= ~К+2µ+6А+ 
+18B+6C+12(D+G+H +J). 

Применяя стандартную методику последователь­
ных приближений, представляем вектор смещения 

частиц в виде 

где и1 :::?> и2 :::?> и3 - векторы смещения в первом, 

втором и третьем приближении соответственно. 

Используя решение уравнения первого прибли­

жения и1 = и0 ei(wot-kox) +к. с. в уравнениях вто­
рого и третьего приближения, из (2) получим два 
неоднородных уравнения Гельмгольца: 

и~' - k[ui = Fi (х), 

где ui, ki - величина смещения и волновое число 

соответствующей гармоники, а Fi ( х) для уравнений 

(3) 

и 

Fз = т д2 и1 (ди1) 
2 

+ ,8 (ди2 д2 и1 + ди1 д2и2 ) . 
дх 2 дх дх дх 2 дх дх 2 

(4) 
Решение уравнений будем искать методом вариа­

ции постоянной: с помощью двух последовательных 

замен переменных вида ui = С ( х) eik;x получаем в 
аналитическом виде решение неоднородного урав­

нения Гельмгольца как двойной интеграл от правой 

части: 

Ui = {/ [/ Fi (х) e-ik;xdx] e2ik;x dx} e-ik;x. (5) 

Так, для уравнения второго приближения, вычис­

ляя правую часть (3) и подставляя ее в (5), после 
интегрирования получим 

Постоянная С_ равна нулю для волн, бегу­

щих вдоль положительного направления оси. Для 

определения С+ используем стандартное граничное 

условие и2 = О при х = О. Совершая далее предель­
ный переход в отсутствие дисперсии при k2 ---+ 2k0 , 

для амплитуды второй гармоники получим извест­

ную формулу 

(6) 

Аналогично, вычислив правую часть ( 4) с ис­
пользованием выражений для и2 и и2 и совершая 

после интегрирования (5) предельный переход при 
отсутствии дисперсии k3 ---+ 3k0 , для амплитуды 
третьей гармоники найдем: 

(7) 

Введем теперь нелинейные параметры генера­

ции гармоник, определяющие эффективность гене­

рации, величина которых должна зависеть только от 

свойств материала. Характерно, что некоторая неод­

нозначность в определении нелинейных параметров 

твердых тел существует даже для второй гармони­

ки. Дело в том, что параметр квадратичной нели­

нейности определяется отношением квадратичных и 

линейных членов либо в уравнении движения [2], 
либо в уравнении состояния [6]. Второй подход 



46 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2001. № 6 

обычно также используется в нелинейной акусти­

ке газов и жидкостей, поэтому для сохранения 

общности мы будем его придерживаться. С учетом 
кубических членов в уравнении состояния имеем: 

Тогда нелинейный параметр генерации второй 

гармоники в соответствии с (8) и (6) будет опре­
деляться следующим образом [ 1]: 

f3 4ug 
Г2=--=--

2а u 2k2x' 
о о 

(9) 

а выражение для параметра кубической нелинейнос­

ти будет соответственно иметь вид Г 3 = т /За. 
Введем обозначение: 

11= 9:56х2 [~:]2 = (r~Гkзох)2 (10) 

Величина 17 характеризует относительные вклады 

кубической и квадратичной нелинейности в про­

цесс генерации третьей гармоники. С использова­
нием (10) выражение для амплитуды третьей гармо­
ники (7) переписывается в виде 

г2 Зk4 2 
о 2Uo ах { }i/2 

U3 = 8 1 + Т/ . (11) 

Рассмотрим следующие случаи. 

1. Величина 17 ~ 1. Поскольку для материаль­
ной нелинейности можно считать ат/ (3 2 ,..._, 10 [7], 
то условие Т/ ~ 1, как видно из (10), может ре­
ализоваться лишь на небольших расстояниях от 

излучателя. С другой стороны, для характерных в 
эксперименте величин k0 x ,..._, 102 -103 режим 17 ~ 1 
может иметь место при ат~ (3 2 , т. е. при аномально 
высокой кубической нелинейности по сравнению с 

квадратичной нелинейностью. Формула (11) в этом 
случае принимает вид 

о т з з Гз з з 
и3 = --u0 k0 x = -u0 k0 x. 

24а 8 
(12) 

Тогда соответствующий нелинейный параметр ге­

нерации третьей гармоники определяется следую­

щим образом: 

т 8и0 

Гз=-= __ з_ 
За u 3 k3 x · 

о о 

(lЗ) 

Формула (12) описывает генерацию третьей гар­
моники на кубической нелинейности. 

2. Величина 17 ~ 1. В этом случае вкладом ку­
бической нелинейности можно пренебречь, и из (11) 
получим 

Формула (14) описывает генерацию третьей гар­
моники на квадратичной нелинейности. Нелиней­

ный параметр генерации третьей гармоники в этом 

случае равен квадрату нелинейного параметра квад­

ратичной нелинейности (9). 

При 17 ,..._, 1 пространственные характеристики ге­
нерации третьей гармоники даются полным выра­

жением (11), и выделить в этом случае нелинейный 
параметр, зависящий только от параметров матери­

ала, не представляется возможным. 

2. Экспериментальное исследование 
генерации высших гармоник 

Экспериментальное изучение генерации высших 

гармоник проводилось для поверхностных акусти­

ческих волн (ПАВ) частотой 15 МГц в подложке 
У Z -среза кристалла LiNbO 3 . ПАВ основной час­
тоты возбуждались с помощью встречно-штыревых 

преобразователей в импульсном режиме. Для прие­

ма высших гармоник использовались преобразова­

тели с резонансными частотами 30 и 45 МГц, а 
также специально сконструированный подвижный 

электрический зонд. Дальнейшее усиление сигна­

лов на частотах высших гармоник осуществлялось с 

помощью полосовых усилителей, на входе которых 

с целью подавления основного сигнала устанавли­

вались соответствующие фильтры. Электрический 

зонд представлял собой тонкую проводящую плас­

тину с апертурой 1 см и толщиной зондирующего 
острия d ~ 5 мкм. Зонд располагался перпенди­

кулярно направлению распространения ПАВ и ре­
гистрировал потенциал на поверхности кристалла. 

Поскольку толщина зонда удовлетворяет условию 

d ~ Ai, где Ai - длины волн регистрируемых 

гармоник (А.30 ~ 120 мкм, А.45 ~ 80 мкм), то зонд 
является широкополосным приемником ПАВ. 

Полученные с помощью электрического зонда 

распределения амплитуд второй и третьей гармо­

ник ПАВ по длине образца показаны на рис. 1 
в двойном логарифмическом масштабе. Значение 

углового коэффициента прямой на рис. 1, а соста­
вило 1.1 ± 0.1, что позволяет говорить о линейном 
росте амплитуды второй гармоники с расстоянием. 

Для третьей гармоники аналогичный угловой ко­

эффициент наклона на начальном участке близок 

к единице, а по мере удаления от излучателя уве­

личивается и становится равным 2.1 ± 0.2. Таким 
образом, в соответствии с изложенной выше теори­

ей генерации третьей гармоники экспериментально 

реализуются два предельных случая, вытекающие 

из формулы (11). Вблизи излучателя реализуется 
режим 17 ~ 1, при котором генерация третьей гар­
моники обусловлена кубической нелинейностью и 

характеризуется линейным по координате ростом 
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ln и2w 
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Рис. 1. Пространственные характеристики генерации вто­

рой (а) и третьей (6) гармоник: о - эксперимент, - -
расчет по методу наименьших квадратов 

гармоники. По мере удаления от излучателя Т/ ---+ О 
и имеет место другой предельный случай - доми­

нирующая квадратичная нелинейность с присущим 

ей квадратичным по координате ростом амплитуды 

третьей гармоники. 

Динамические характеристики генерации второй 

и третьей гармоник ПАВ в У Z -срезе кристалла 
LiNb0 3 исследовались для двух типов нелиней­

ности: собственной нелинейности материала и так 

называемой контактной акустической нелинейности 

(КАН) [8]. КАН обусловлена нелинейной динами­
кой «несклеенной» контактной границы, упругость 

которой, очевидно, различна при сжатии и растяже­

нии. Вследствие этого такая «разномодульная» гра­

ница является эффективным источником нелиней­

ности. Для моделирования КАН в эксперименте к 
поверхности подложки LiNb0 3 прижимались тща­

тельно отполированные образцы стекла. При этом 

наблюдалось резкое увеличение амплитуд гармоник, 

обусловленное КАН. 

Результаты исследований для случаев матери­

альной и контактной нелинейности (рис. 2) позво-

ln и2w 

4 

3 

2 

о 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1 n Иw 
ln Изш 

б 
3 

2 

о 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 l.4 ln и 
(J) 

Рис. 2. Динамические характеристики второй (а) и треть­
ей (6) гармоник при материальной ( +) и контактной (о) 
нелинейности, - - расчет по методу наименьших 

квадратов 

ляют заключить, что амплитуды второй и третьей 

гармоник являются соответственно квадратичной и 

кубической функциями амплитуды волны основной 

частоты. 

Экспериментально определенные степенные за­
висимости как пространственных, так и динамиче­

ских характеристик находятся в хорошем соответ­

ствии с выражениями (9) и (13). С использованием 
этих выражений были проведены количественные 

оценки нелинейных параметров генерации высших 

гармоник. При исследовании динамических харак­

теристик для каждого значения входного напряже­

ния на преобразователе основной частоты опреде­

лялись абсолютные величины смещений ПАВ ос­
новной частоты и высших гармоник по измерениям 

потерь на преобразование. Таким образом, нелиней­

ный параметр генерации второй гармоники может 

быть рассчитан непосредственно из формулы (9) для 
каждой точки на рис. 2, а. Для кристалла LiNbO 3 

усредненное значение этого параметра составило 

Г2 = 1.8 ± 0.5, что хорошо соответствует опублико­
ванным ранее данным [9]. 
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Для оценки величины Г3 и соответствующей 
комбинации нелинейных упругих модулей четвер­

того порядка т кристалла LiNbO 3 используем тот 
факт, что в точке пересечения прямых, изобра­
женных на рис. 1, 6, выполняется условие равен­
ства вкладов кубической и квадратичной нели­

нейности. Другими словами, на соответствующем 
расстоянии х между излучателем и приемником 

выполняется условие Т/ = 1. Зная k0 , Г2 и х, по 
формуле (10) можно рассчитать Г3 . В результате 
получим: Г3 = 140 ± 30. Полагая далее а = рс2 

(с ~ 3 . 103 м/с), оценим величину эффективной 
комбинации модулей упругости четвертого порядка 

для LiNbOз: т = 3аГ3 = (2.4 ± 0.5) · 1013 Н/м 2 . 
Это значение по порядку величины согласуется с 
данными по модулям упругости четвертого порядка 

для твердых тел, имеющимися в литературе [10]. 
Аналогичную методику можно применить для 

сравнительной оценки эффективности генерации 
высших гармоник при наличии КАН. В этом случае 
область КАН определяется размером оптического 
контакта образцов; в различных экспериментах оно 
составляло х ~ 3-5 мм. 

Так, используя данные, приведенные на рис. 2, а, 
получаем, что при наличии КАН Г2саn = 12 ± 3; это 
значительно превышает соответствующую величину 

для собственной нелинейности подложки. Подстав­
ляя значение Г2саn в формулу (10) и используя ре­
зультаты измерений амплитуды третьей гармоники 

при наличии КАН (см. рис. 2,6), получаем вели­
чину Т/ для условий нашего эксперимента: Т/ ~ 25. 
Следовательно, вклад кубической нелинейности в 
процесс генерации третьей гармоники существенно 

выше вклада квадратичной. В случае доминиру­

ющей кубической нелинейности параметр генера­
ции третьей гармоники определяется согласно (13). 
Вычисления показывают, что при наличии КАН 
Гзсаn = (2 ± 0.4) · 105

. Следует отметить, что тре­
тья гармоника существенно более чувствительна, 

нежели вторая, к наличию КАН: при существова­
нии КАН нелинейный параметр генерации третьей 
гармоники более чем на три порядка выше, чем 
в условиях материальной нелинейности, тогда как 

аналогичный параметр для второй гармоники уве-

личивается при наличии КАН лишь приблизительно 
в 5 раз. 

Найденные оценки позволяют заключить, что 

традиционное соотношение между амплитудами 

высших гармоник, характерное для однородных тел, 

не выполняется при наличии КАН. Это согласуется 
с полученными ранее экспериментальными данны­

ми по исследованию генерации гармоник трещино­

подобными дефектами [ 11], в которых нелинейные 
контактные явления, безусловно, должны играть 

определяющую роль. Такой результат свидетельст­

вует о том, что амплитуды высших гармоник могут 

служить источником информации о микроструктуре 

твердых тел. В практическом плане это подчерки­

вает важность реализации нелинейной акустодиа­

гностики именно на высших гармониках основной 

частоты. 
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