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Приводится более удобная, чем в предыдущей работе [1], регуляризация энтропии. Рассмат­
ривается предельный переход от проквантоваююй термодинамики к классической. Показыва­

ется, что квазиклассические методы, развитые автором для уравнения Шpii. ингера, могут быть 

применены к уравнениям проквантованной термодинамики. 

В работах [ 1-9] введен и исследован опера­

тор свободной энергии, который при температуре, 
равной нулю, переходит в оператор Шрёдингера. 

Наиболее удобный способ регуляризации оператора 

энтропии вводится с помощью привлечения гиббсов­

ского статистического ансамбля. В настоящей работе 

исследуется предельный переход при n --+ О ( n -
константа Планка) в классическую термодинамику. 
Предварительно делается переход при k --+ оо, где 
k - число элементов ансамбля. 

На привычном для физиков языке эти резуль­

таты можно сформулировать следующим образом. 

Известно, что даже для уравнения Шрёдингера, 

т. е. оператора Гамильтона, лишь нижнее состояние 

(наименьшее собственное значение) является основ­
ным, т. е. равновесным, стационарным, «энергети­

чески выгодным» состоянием, к которому стремится 

гиббсовское распределение при температуре, стре­

мящейся к нулю. В этом смысле все остальные со­

стояния можно называть квазистационарными. Это 

означает, что система не может находиться на них 

бесконечно долго (если нижние уровни не заняты). 

Таким образом, квазистационарное, или метаста­

бильное, или квазиравновесное состояние - это 

такое состояние, при котором время наблюдения 

много меньше времени релаксации. 

Но наличие температуры, как правило, тесно 

связано с релаксацией. Поэтому удобнее ставить 

проблему за конечное или даже малое время, когда 

затуханием можно пренебречь. Будем говорить, что 

задача квазистационарна, если распределение веро­

ятности не изменяется за это время. Значит, началь­

ное распределение точно совпадает с конечным за 

малое время. Например, если Фп(х) - собственная 
функция оператора Гамильтона, то если ее поста­

вить в качестве начального условия для уравнения 

Шрёдингера, то в момент времени t распределение 
равно 1Фп(х)1 2 , а значит, не изменилось. 

Чтобы пренебречь затуханием, мы можем исполь­

зовать также следующий прием. 

Пусть у нас имеется однородный случайный про­

цесс с независимыми приращениями. Разбив его 
по времени на одинаковые отрезки Лt, проведем 

независимые испытания одновременно. Например, 

в игре «орел или решка» бросание монеты подряд 

п раз равносильно одновременному проведению п 

испытаний п разными людьми. Это означает, что 
мы рассматриваем гиббсовский ансамбль за единицу 

времени вместо временного процесса. Если у нас 

еще имеется затухание (бросающий устает), то пре­
небрежение этим затуханием более естественно в 

гиббсовском ансамбле. 

Собственные значения оператора свободной энер­
гии отвечают квазистационарным состояниям нерав­

новесной термодинамики и квантовой статистики. 

Самое нижнее собственное значение оператора сво­
бодной энергии отвечает распределению Гиббса и, 

следовательно, равновесной термодинамике кванто­

вых систем. Но и в этом случае ультравторичное 

квантование дает новый подход, например, в сверх­

проводимости. 

А именно, мы используем только тождества и пра­
вила Дирака-Боголюбова для бозонных операторов 

рождения-уничтожения: если число частиц велико, 

то их коммутатором можно пренебречь (и считать их 
«с-числами»). На математическом языке это означа­
ет переход к символу оператора. 

Метод ВКБ применялся всегда к уравнению 

Шрёдингера и приводил к переходу в классическую 

механику. Но уравнение Шрёдингера описывает сис­

тему при температуре, равной нулю. Иногда закры­

вают на это глаза. Но асимптотика его решений, 

проведенная еще Н.Н. Боголюбовым [10] и БКШ, 
отвечает нулевой температуре и соответствует экс­

периментальным данным. Тем самым доказывается, 

что никакой другой температуре, кроме нулевой, оно 

не отвечает. 

Но в классической механике, например, колеба­

ния маятника мы наблюдаем при комнатной темпе­

ратуре. Поэтому предельный переход при n--+ О от 
квантового осциллятора к такому маятнику содер-
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жит логическую ошибку. Оказывается, однако, что 
переход от квантового оператора свободной энергии, 

взятой при комнатной температуре, дает тот же 

классический маятник, и, следовательно, вообще 

более логично рассматривать предельный переход 

именно этих уравнений в классическую механику. 

В действительности колебание маятника с не­

которой фиксированной амплитудой отвечает мик­

роканоническому распределению, и, следовательно, 

микроканоническое распределение является квази­

стационарным, если время наблюдения за ним много 

меньше времени его затухания. 

Мы увидим, что в пределе при n---+ О появляются 
и еще более локальные квазистационарные распре­

деления, которые мы назовем наноканоническими. 

Метастабильные состояния в фазовых переходах 

также отвечают собственным значениям оператора 

свободной энергии, более высоким, чем нижнее. 

Рассмотрим еще такой пример: потенциал состоит 

из двух несимметричных ям и конечной толщины 

барьер между ними уходит на бесконечность. По 

одной из них можно написать распределение Гиббса 

как в квантовом, так и в классическом случае. Ясно, 

что раз они разделены, то это будет равновесное 

состояние. Если же барьер очень высокий, а темпера­

тура достаточно мала, то «распределение Гиббса» по 

одной впадине будет квазистационарным. Имеются 

в виду распределения лишь по тем собственным 

функциям, носитель которых в основном лежит в 

выбранной впадине. Этот очевидный пример не укла­
дывается, однако, в теорию Гиббса, но тривиально 

следует (как в квантовом случае, так и в клас­
сическом пределе) из спектра оператора свободной 
энергии. 

Кратко опишем результаты предыдущей статьи с 

точки зрения статистического ансамбля. 

Пусть гамильтониан системы есть оператор Н 

в пространстве L2(TN)' где х Е тN. Рассмотрим 
статистический ансамбль как квантовую систему 

k одинаковых, но различимых частиц (т. е. не бозо­
нов и не фермионов, роль «частицы» в данном случае 

играет термодинамическая система). 
Пространство состояний такой системы есть 

L2(TN) Q9 ... Q9 L2(TN) = Lk, а гамильтониан, так 

k раз 

как нет взаимодействия между «частицами», есть 

сумма гамильтонианов: 

k 

Hk = L Н (xj,Pi). 
j = l 

(1) 

Мы рассмотрим вторичное квантование этого 

оператора с номерами. Для этого рассмотрим про­

странство Q k, элементами которого являются функ­

ции Ф(x1,s1; ... ;xk,sk), где XjETN, j=1, ... ,k, 
Sj = 1, . .. , J - дискретная переменная, называ­

емая номером или статистическим спином, J -
натуральное число или бесконечность, эти функции 

симметричны относительно перестановок любых пар 

переменных Xj, Sj и xi, si, и для них выполнено 

неравенство 

J J 

L ... L / ... / dx1 ... dxk х 
s1 = D sk = O 

х IФ(х1, s1; ... ; xk, sk)l 2 < оо. 

Левая часть этого неравенства задает квадрат нормы 

вектора пространства Q k. Введем теперь простран­

ство Q = ЕIЭ~ о Q k. Это пространство в силу сим­
метрии функций, из которых состоят пространства 

Q k, является бозонным фоковским пространством, 

в нем стандартным образом [ 11] вводятся операторы 
рождения ь+ (х, s) и уничтожения ь- (х, s) пары 
частица-номер и существует вакуумный вектор Ф0 , 

свойства этих операторов: 

[ь- (х,s),ь+ (х',s')] = дss'д(х - х'), 

[ь± (х,s),ь± (х',s')] =о, 

ь- (х, s)Фо =О, (Фо, Фо) = 1, 

кроме того, любой вектор пространства Q единст­
венным образом представляется в виде 

1 

00 00 ! ! ф = L VkТ L ... L . . . dx1 ... dxk х 
k = O s1 = D sk = O 

х Фk(х1, s1; ... Xk, sk)ь+ (x1, s1) ... ь+ (хk, sk)Фo, 

где Фk Е Qk. 
В представлении вторичного квантования опера­

тору (!) соответствует следующий оператор в про­
странстве Q : 

J 

Н= L j dxb+(x,s)H(x)b- (x,s). (2) 
s = O 

Среди собственных функций этого оператора есть 
функции с любыми симметричными свойствами, 

поэтому можно говорить, что он учитывает все 

парастатистики. 

Пусть: {сра(х)},а: = 1,2, ... - полная ортонор­
миров~нная система собственных функций опера­

тора Н и соответствующие собственные значения 

{еа}. 
Полная ортонормированная система собственных 

функций оператора(!) в пространстве [,k имеет вид 

k 

Фщ, ... ,аk (х1, ... , Xk) = П 'Paj (xj ), O:j = 1, 2, ... , 
j = l 

а соответствующие собственные значения : 

k 

Еа1 , ... ,ak = L eaj. 

j = l 

(3) 
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Полная ортонормированная система собственных 

функций оператора (2) на подпространстве Q k про­
странства Q имеет вид 

Ф{n} ~ (П,Ц (! dx Ч'а(х)Ь+ (х, •)) ""' ~) Фn, 
где { п} - обозначение для набора целых чисел 

00 J 

nas ~ О, таких, что L L nas = k. 
a= l s= l 

Соответствующие собственные значения операто-
ра (2): 

00 J 

Е{п} = L E:aLnas· 

a = l s= l 
До сих пор рассматривался статистический ан­

самбль без учета температуры. Возможно, однако, 

что в результате действия некоторых сил ансамбль 

стохастизировался, после чего каждое состояние 

ансамбля получило вероятность, с которой ансамбль 

может быть найден именно в этом состоянии. Ес­

тественно предположить, что в результате действия 

сил, которые приводят к стохастизации ансамбля, 

все состояния систем ансамбля являются равноверо­

ятными. Это предположение однозначно приводит к 
выражению для вероятности обнаружить ансамбль 

в каком-либо состоянии и соответственно позволяет 

определить операторы статистического веса и энтро­

пии. 

В качестве вспомогательного примера для пе­

рехода к общему случаю рассмотрим квантование 

энтропии и вероятности для систем, состоящих из 

k невзаимодействующих подсистем, каждая из ко­
торых имеет М уровней. Пространство состояний 

квантовой системы в этом случае есть сkм, состоя­
ния системы описываются функциями Ф(j1 , ... , jk), 
где j 8 принимает значения 1, ... , М. Гамильтониан 
системы задается формулой (1), в которой надо 
учесть, что дискретные переменные j 8 изменяются 

от 1 до М, и >..1 , . .. , Лм - действительные числа, 

набор собственных функций этого гамильтониана 

задается следующей ниже формулой (7), в которой 
числа n1, n2, ... , nk принимают значения 1, ... , М. 
Аналогом такой квантовой системы в теории веро­
ятностей является серия из k независимых опытов, 
в каждом из которых возможны М исходов. Чис­

ло разных исходов этой серии опытов равно Mk. 
Рассмотрим следующее событие: в серии из k не­

зависимых опытов первый исход встречается k1 раз, 

второй - k2 раз, ... , М -й - kм = k - 2=~1 1 k8 раз, 
причем безразлично, в каком порядке следуют эти 

исходы. Число различных исходов серии испытаний, 

в которых реализуется рассматриваемое событие, 

равно 

k! 
Г(k1, ... ,kм)= м . (4) 

Па= l ka! 
Используя (4), введем, аналогично тому, как это 
было сделано выше, следующий оператор статисти-

ческого веса Г в пространстве состояний рассматри­

ваемой квантовой системы: 

где k1, . .. kм зависят от переменных j 1, . .. , jk: 

k 

ka = 2:: 8aj
8

, а= 1, ... , м, 
s= l 

эта зависимость в (5) опущена. 

(5) 

Очевидно, что в формулах для операторов энтро­

пии и статистического веса число М формально 

может быть заменено на оо, и, таким образом, 

эти операторы определяются в пространстве l~ для 
ансамбля k невзаимодействующих подсистем, каж­
дая из которых имеет бесконечное счетное число 

уровней. Кроме того, операторы могут быть введены 
в рассмотренном выше случае. Рассмотрим случай, 

когда пространство состояний квантовой системы k 
невзаимодействующих подсистем есть пространство 

Lk, а пространство состояний подсистемы - соот­

ветственно L2 (TN). 
Выше каждой функции (3) сопоставлен набор 

чисел k13 по формуле (5). Сопоставим теперь каждой 
функции (3) число 

k! 
(6) 

п
оо ,. 
a = l ka. 

Выражение (6), очевидно, совпадает с числом функ­
ций (3), у которых наборы чисел (5) совпадают. Опе­
ратором статистического веса для~рассматриваемой 

системы будем называть оператор Гk в пространстве 
[, k, ядро которого имеет вид 

00 00 k! 
Гk(x1, ... ,xk;Y1, ... ,yk)= L L Поо х 

a1 = l ak = l a= l ka! 

Х Фа1, ... ,аk (х1' . .. 'Xk)Ф~1, ... ,ak (У1' . .. 'Yk)· 
(7) 

Оператором энтропии будем называть оператор 

S в пространстве [,k, который выражается через 
оператор статистического веса по формуле 

(8) 

Вторично квантованными аналогами операто­

ров (7) и (8) являются следующие операторы в 
пространстве Q : 

Г(k + 1) 
Г=-------

П~=l Г(kа + 1) 
(9) 

s = in (Г), (10) 
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где Г(-) - гамма-функция, а k, ka. - следующие 

операторы в пространстве Q : 

J 

ka. = I: f f dx dy ь+ (х, s)ь- (у, s)rpa.(x)rp~(y), 
s= O - -

'k = 2=~= 1 ka.. 
Операторы (9) и (10) отличны от нуля на всем 

пространстве Q. Это связано с тем, что здесь рас­
сматривается квантование по всем парастатистикам, 

а не только симметричный или антисимметричный 

случай. 

Далее, аналогично предыдущей работе [ 1], рас­
смотрим оператор 

F() = н - es, (11) 

который будем называть вторично квантованным 

оператором свободной энергии статистического ан­

самбля при температуре (). Будем называть собст­
венными значениями свободной энергии термодина­

мической системы N частиц на торе Т при тем­

пературе () такие числа Л, для которых существует 
последовательность векторов Фk Е Q , Фk f:. О, таких, 
что 

. Wk 
l1m - = >... 

k --+oo k 
(12) 

Из явного вида операторов fi (2) и S (10) сле­
дует, что для нахождения асимптотики собственных 

значений оператора F() (11) в пределе при k---+ оо 

(k - собственное значение оператора k) применимы 
методы, развитые в [12-14], поскольку при операто-

рах ь± (х, s) стоит малый параметр 1/Vk. Оператору 
F () в пределе при k ---+ оо соответствует следующий 
символ (см. определение символа в [14]): 

00 00 (k ) F() [Ь*(-), Ь(-) ] = ~ ea.ka. - () ~ ka. ln : , 

где ka., k - функционалы вида 

J 

ka. = L Jf dxdyb*(x,s)b(y,s)rpa.(x)rp~(y), 
s= O 

00 

k = I: ka.; 
а. = 1 

(13) 

кроме того, при получении (13) использовано, что 
{ Ч'а.}, а = 1, 2, ... , - полный ортонормированный 

2 1 
набор собственных функций оператора Н(х, 8/дх) 

в пространстве L2 (TN), а {еа.} - набор соответ­
ствующих собственных значений. Согласно [12-14], 
собственные значения свободной энергии (12) явля­
ются решениями следующего уравнения: 

8F() 
( ) = ЛЬ( х, s). 

бЬ* х, s 
(14) 

Для функционала F() (13) уравнение (14) может быть 
записано в виде системы 

a:=l,2, ... , s=0,1, ... J. 

Эта система уравнений эквивалентна следующей: 

~ ( l lФa. 1 1 2 ) H(x)Фa.(x)+()ln L~=i l lФ;з ll 2 Фа.(х)=ЛФа.(х), 

(15) 
Фa.EL2(TN), (Фа.,Ф;з)=О при a:f:./3. 

Исследуем решения уравнения (15). Это урав­
нение является так называемым уравнением с 

унитарной нелинейностью. Поскольку система N 
частиц находится на трехмерном торе Т, то 

х = (x1, ... ,xN), Xj = (xj1,Xj2,Xjз), О::::; Xjn::::; L. 
Будем далее для определенности считать, что га­
мильтониан этой системы имеет вид 

~ n,2 N N N 
HN = -

2
m L Лj + L L V(xj - xi), (16) 

j=l j=l i=j+l 

где Лj = L~=l а~~ - оператор Лапласа на торе Т, 
зп 

V(x) - гладкая функция на торе. Теперь уравне-
ние (15) может быть записано в виде 

ЛФа.(х1, ... , xN) = fiNФa.(x1, ... , xN) + 

( 
ll Фa. 11 2 ) 

+eln L~= 1 l lФ;з l l2 Фа.(х1, ... ,хN), 
(17) 

(Фа.,Ф;з)=О при a:f:./3. 

Все решения системы (17) могут быть предъ­
явлены. Например, уравнения (17) имеют решения 
вида Фа.(х1, ... ,хN) = 8а.пЧ'п(х1, ... ,хN), Л = еп, 
где ЧJп(х1, ... ,хN) и еп, n=l,2, ... , - полный ор-
тонормированный набор собственных функций опе­

ратора (16) и соответствующий набор собственных 
значений (мы учитываем, что alna=O при а=О). 
Легко также убедиться, что существуют решения 
вида 

Фа.(х1, ... ,хN)= 

= ai8a.n 1 Ч'п1(х1, · · ·, XN) + а28а.п 2 Ч'п1(х1, · · ·, XN), 

где 

Формулы (18) очевидным образом обобщаются на 
случай вообще любого l ~ 1: функции 

l 

Фа.(х1, ... , XN) = L aj8a.njЧ'nj(x1, ... , XN), (19) 
j=l 
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где nj - произвольный набор чисел n1 f:. n2 f:. ... f:. 
f:. п 1 , являются решениями системы (17) с собствен­
ным значением 

(20) 

при условии, что 

l 

aj = е - Епj / () / L е-Епr /() . 

r = l 

Формулы (19) и (20) распространяются и на случай 
бесконечного числа l. Вообще справедливо следу­
ющее утверждение: набор функций Ф а(х1, ... , XN) 
является решением системы уравнений (17) тогда и 
только тогда, когда этот набор имеет вид 

Фа(х1, ... , XN) = аа'Рпа(х1, ... , ХN)Ьа, а= 1, 2, ... , 

где па - взаимно однозначное отображение множе­

ства натуральных чисел на себя, Ьа - коэффициен­

ты, принимающие значения О и 1, аа имеют вид 

00 

аа = е-Епа /() / L Ь;зе -Епrз / (), 

/3 =1 

соответствующее собственное значение есть 

Л = - Oln (f bae- Ena/()) . 
a=l 

(21) 

Рассмотрим подробно множество собственных 

значений свободной энергии (21). Так как Ьа = О 
или 1, О> О, то выражение (21) тем меньше, чем 
больше слагаемых в сумме отлично от нуля. Оче­
видно, что минимальное из всех значений (21) есть 
Л = -О ln(l::~= l е-Еп/ ()) и оно совпадает со свободной 
энергией системы N частиц на торе Т с гамильто-

нианом fiN при температуре О [15]. Будем считать, 
что Е:п ::::; Е:п+ l. В этом случае ближайшее к самому 

нижнему значению Л будет - О ln (п~2 е-Еп/()) и так 
далее. 

Напомним формулы ультравторичного квантова­

ния, подробно описанные в предыдущей статье. 

Пространством ультравторичного квантования 

является :F - бозонное пространство Фока [ 11], 
ь+ (х, s) - оператор рождения частиц с номером s' 
ь- (х, s) - оператор уничтожения частиц с номером s 
в пространстве :F [11], в+ (х,х') - оператор рожде­
ния пары частиц, в- (х, х') - оператор уничтожения 
пары частиц в этом пространстве. Эти операторы 

удовлетворяют коммутационным соотношениям: 

[Ь- (х, s), Ь+ (х', s')] = 88818(х - х'), 

[ь±(х,s),ь±(х' ,s') ] =о , 

[В- (х1, х2)В+ (х~, х~) ] = 8(х1 - х~)8(х2 - х~), 

~± ~± / / 
[В (х1, х2), В (х 1 , х 2 ) ] =О , 

[ь± (х, s ), jj± (х~, х~) ] = [ь± (х, s ), b'f (х~, х~) ] =о. 
Далее, Ф0 - вакуумный вектор в пространстве :F , 
обладающий следующими свойствами: 

ь- (х, s)Фо =О , jj - (x1, х2)Фо =О. 

Переменная х лежит на трехмерном торе L х L х L, 
который обозначается Т. Переменная статистичес­

кого спина s - дискретная, s = О, 1,. . . . Любой 
вектор Ф пространства :F единственным образом 

представляется в виде 

0000 1 00 

Ф=l::I:-,-,L··· k.M. 
k = O М=О s1= D 

... f / ... / dx1 ... dxk dy1 ... dу2м х 
Sk = O 

х Фk,м(х1, s1; ... ; xk, sk; У1, У2; ... ; У2м- 1, У2м) · 

.ь+ (х1,s1) · ... . ь+ (xk,sk) х 

х jj+(y1,Y2) · ... · jj+ (У2м-1,У2м)Фо, 

где функция Фk,М (х1, s1; ... ; xk, sk; У1, У2; ... ; 
У2м- 1, У2м) симметрична относительно перестано­
вок пар переменных (xj, sj) и (xi, si) и симмет­
рична относительно перестановок пар переменных 

(Y2j - 1, Y2j) и (Y2i- 1, Y2i). В бозонном случае вводит­

ся подпространство :F~;_:m, состоящее из векторов 
Ф, у которых Фk',М' =О при (k',M') f:. (k,M), а 
Фk,М является симметричной функцией переменных 

х1,х2, ... ,хk,У1,У2, ... ,у2м. В фермионном случае 
аналогично вводится подпространство :F~,irmm, со­
стоящее из векторов Ф таких, что Фk',М' = О при 
(k', М') f:. (k, М) и Фk,М - антисимметричная функ­
ция переменных х1, х2, ... , Xk, У1, У2, ... , У2м. 

В предыдущей статье рассматривалась система 

N тождественных частиц на торе Т , гамильтониан 

которой имеет вид 

~ n,2 N N N 
HN = -

2
m L Лj + L L V(xj - х1). (22) 

j= l j= l l= j+l 

Этому оператору в бозонном случае отвечает ультра­
вторично квантованный гамильтониан следующего 

вида: 

iiв=ff-,1 ,f ... fj ... k.M. 
k = O М=О s1= D sk = O 

! ~+ ... dx1 ... dxkdy1 ... dy2мb (x1,s1)· 

... · ь+ (хk, sk)в+ (y1, У2) · ... ·в+ (У2м- 1, У2м )iik+2м· 

· Symm (ь- (х1,s1)· ... -Ь- (xk,sk)x 
X 1 ... XkYl ···Y2M 

хв- (у1,У2) . .... в- (У2м-1,У2м)) х 
(23) 
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х ехр ( - ~ f dxb+(x, .• уЬ- (х, .•)-

- j j dy dy' В+ (у, у')В- (у, у')) 
а в фермионном случае соответствующий оператор 

Н F выражается аналогичной формулой, в которой 

Symm заменяется на Asymm. По аналогии с (22) 

и (23) ультравторично квантованный оператор А 
сопоставляется любому N -частичному оператору 

~ 2 2 .а .а 

( 

1 1 ) 

AN х1, ... , XNi - i дх1, ... , - i дхN . 

Например, единичному оператору сопоставляется в 

бозонном случае ультравторично квантованный еди­

ничный оператор вида 

EE=ff-,1 ,f ... fj ... k.M. 
k=O М=О s1 = D sk =O 

. . . dx1 ... dxk dy1 ... dу2м Ь (х1, s1) · ! ~+ 

.... ь+ (хk, sk)в+ (y1, У2) ..... jj+ (У2м- 1, У2м) х 

х Symm (ь- (х 1 , s1) · ... · ь- (хk, sk) х 
x1 ... XkYl···Y2M 

х в- (у1,У2) .... . в- (У2м-1,У2м)). 

· ехр ( - ~ f dx Ь+ (х, я)Ь- (х, s) -

- j j dy dy' В+ (у, у')В- (у, у')) 
(24) 

Аналогично ультравторично квантованный единич­
ный оператор в фермионном случае получается, 

если в формуле (24) Symm заменяется на Asymm. 
Стационарное уравнение Шрёдингера эквивалентно 

следующей задаче на собственные значения: 

НЕ,FФ = ЛЕЕФ, ЕФ f:. О. 

В бозонном случае, как показано в предыдущей 

статье [ 1], имеет место следующее тождество: 

где Н, РЕ - вторично квантованные операторы, 

причем РЕ зависит от функций Ь(х, s), В(у, у'): 

00 00 1 

РЕ= L L k!M!(k + 2М)! х 
k=O М=О 

х (~ !! dx dx' Ь(х, ')Ь'(х', ')ф+ (х )J;- (x')) k 

· (// dy1 dy2 В(у1, У2):(/;+ (у1):(/;+ (у2)) м 

· (/ ! dy~ dy~ В(у~, у~):(/;- (у~ ):(/;- (у~)) м 

· ехр ( - / dz :(/; + ( z) :(j;- ( z)) , 

где :(/;+ (х), :(j;- (x) - бозевские операторы рождения 
и уничтожения, упорядоченные по Вику [11]. В фер­
ми-случае имеет место аналогичное тождество 

1ip[b*(-), Ь(-), В*(-), В(-) ] = S~~~;~), 
где fi, PF - следующие вторично квантованные 
операторы: 

~ ! ~ ( n,2 ) ~ Н = dx'ljJ+(x) -
2

m Л 'Ф - (х)+ 

+ ~ / / dxdyV(x,y):(/;+(x):(/;+(y):(/;- (y):(/;- (x), 

00 00 1 

PF = L L k!M!(k + 2М)! х 
k=O М=О 

х (// dy1 dy2 В(у1, У2):(/;+ (у1):(/;+ (у2)) м х 

х f ... f / ... / dx1dx~ ... dxkdx~ х 
s1 = D sk =O 

х Ь(х1, s1)Ь*(х~, s1) · ... · Ь(хk, sk)b*(x~, sk) х 

х :(/;+ (х1) · ... · :(/;+ (xk)Po:(/;- (x~) · ... · :(/;- (х~)х 

х (/ ! dy~ dy~ В(у~, у~):(/;- (у~):(/;- (у~)) м, 
и в данном случае :(/;+ (х), :(/;- (х) - <Р_ермиевские 
операторы рождения и уничтожения, Р0 - проек­

тор на вакуумный вектор фермионного фоковского 

пространства. 

Функционал энтропии на пространстве F имеет 

вид 

SE,F = - Sp(RE,F(Ф) lnRE,F(Ф)), 
где RE,F( Ф) - бозонный или ферм ионный вторично 
квантованный оператор, 

~ {

00 00 

1 RE,F(Ф) = ~~о k!M!(k + 2М)! х 

х f ... f / .. J dx1dx~ ... dxkdx~ х 
s1 = D sk =O d d 1 d d 1 

х У1 У1 · · · У2м У2мх 
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· Ф,ь+ (x1,s1) · ... . [;+ (xk,sk) в+ (у1,У2) · ... · ( 

2 2 2 

- + ~ -2 ( 00 2 1 
·В (У2м- 1,У2м)ехр - f;fdx Ь (x,s)b- (x,s) -

2 1 ) -! ! dy dy' fj + (у, у') fj - (у, у') . 

1 1 1 
· fj - (У~м- 1> У~м) · · · · · fj - (у~, У~) Ь- (х~, sk) · ... 

.... ь'- (х;,s1)Ф)} (Ф,ЕвFФ) -1 

Здесь, в зависимости от рассматриваемого случая, 

;j;±(x) - __?озонные или фермионные фоковские опе­
раторы, Ро - оператор ортогонального проектиро­

вания на вакуумный вектор фоковского простран­

ства. 

Согласно правилу Дирака-Боголюбова для N» О 
положим в функционалах [ в,F, N в,F и Sв,F опера­
торы ь+ (х, s) и ь- (х, s) «с-числами» Ь*(х, s) и Ь(х, s) 
соответственно, а операторы в+ (х,у) и в- (х,у) -
В*(х, у) и В(х, у). Получим из [ в,F и Nв,F сим­
волы Нв и Nв или 1{р и Np в соответствующем 

бозонном или фермионном случае. Из Sв,F получим 
символы энтропии: 

Sв,F = - Sp (/;~F ln (/;~F )) . 
PPE,F PPE,F 

Минимум символа 1{р при дополнительных услови­

ях Sp = S, Np = N достигается при таких В(х, у), 
Ь(х, s), что 

81ip _ µ 8Np _ () 8Sp =О, 
бЬ*(х, s) бЬ*(х, s) бЬ*(х, s) 

81ip - µ 8Np - е 8Sp =О 
8В*(х, у) 8В*(х, у) 8В*(х, у) · (

25
) 

Эти уравнения заменой переменных приводятся к 
хорошо известным уравнениям БКШ [16] теории 
сверхпроводимости. Уравнения БКШ имеют вид 

(

- 1 
G: 2 

R 
н+ ) (т v+) 

-д* + ~ = !(} v -т* ' (26) 

где д, ~ Т ,_V - операторы в про~тра~тве L2 (T), 
причем Т и V выражаются через G и R: 

(Gu)(x) = / dy G(x, у)и(у), 

(Ru)(x) = / dyR(x,y)u(y), 

- n,2 
(Ти)(х) = - -Ли(х) - µи(х) + 

2m 

+ / dy V(x - у) (G(y, у)и(х) + G(y, х)и(у)), 

(Vu)(x) = / dy V(x - y)R(y, х)и(у), 
знак * в (26) обозначает комплексное сопряжение 
оператора, а знак + - эрмитово, кроме того, функ­

ция f(}(t), t Е R, имеет вид 

1 t 
f(}(t) = 2th(2(J), 

а µ выражается из условия 

2 

N = L / dx G ( х, s, х, s) . 
s= l 

Уравнения (26) получаются из уравнений (25) сле­
дующей заменой переменных: 

G = (1 + J!tr)-1 ( J!tr _ В*(1 + А)-1 В(1 + J!tr)-1 Х 

х ( 1 - В*(1 + i) - 1 в(1 + J!tr) - 1 ) -
1
), 

н = - (1 + i) - 1 в(1 + J!tr) - 1 х 

х ( 1 - В*(1 + i) - 1 в(1 + J!tr) - 1 ) -
1 

где А, В - операторы в L2 (T), ядра которых выра­
жаются через функции Ь(х, s) и В(х, у) следующим 
образом: 

(Аи)(х) = / dy f Ь(х, s)b*(y, s)u(y), 
s = l 

(Ви)(х, s) = / dy В(х, у)и(у), 
а символ tr обозначает транспонирование. 

Переход в классический случай достаточно оче­

видно следует из формул (18)-(21), так как он 
выражается через квазиклассическую асимптотику 

решений уравнений Шрёдингера. Если потенциал 

представляет собой яму с двумя глубокими впа­

динами, разделенными высоким барьером, то, как 

видно из (20), собственной функцией уравнения (17) 
будет функция с собственным значением (20), где 
E:nj отвечает собственным функциям с носителем, 

лежащим (в основном) внутри одной из впадин О. 

И если наивысшее среди них собственное значение 

ek таково, что величина ехр -;k является пренебре­
жимо малой, то частичный шпур, стоящий под зна­

ком логарифма (20), будет сходиться при n---+ О к 
интегралу по р и х, лежащему внутри впадины от 

!! р2 и(х) 
ехр{--- - --}dpdx. 

2m(J () 
р,х ЕП 

Эта формула описывает «квазистационарное состо­
яние» в классической термодинамике, т. е. это рас-
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пределение «будет жить» (если - ek/() велико) до­
статочно долго. 

Пример с маятником также прост. При n ---+ О 
большой пакет собственных значений сходится к 

энергии Е. Соответственно сумма (20), отвечаю­
щая этому пакету, будет стремиться к Е, а функ­

ция Вагнера собственных функций будет сходиться 

к микроканоническому распределению. Рассмотрим 

теперь многомерный случай. 

Предположим, что Л - инвариантное лагранжево 

многообразие с инвариантной мерой, отвечающее 

классическому гамильтониану Н(р, х) на уровне 
энергии Е. Асимптотика собственных функций со­
ответствующего уравнения Шрёдингера дается ка­

ноническим оператором на этом лагранжевом мно­

гообразии. Тогда распределение всего набора их 

вагнеровских функций будет стремиться при n---+ О 
в обобщенном смысле к бл -функции на этом ла­

гранжевом многообразии [ 17]. Такое распределение 
мы называем неканоническим. Оно также является 
квазистационарным. 
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ДВУХСОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ sin-ГOPДOHA 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ПСЕВДОСФЕРИЧЕСКИЕ 

ПОВЕРХНОСТИ 

Е.В. Маевский 

(кафедра математики) 

Проведена классификация поверхностей постоянной отрицательной кривизны К = -1 , 
соответствующих двухсолитонным решениям уравнения siп-Гордона, по геометрическим ха­

рактеристикам их особенностей. 

Уравнение sin-Гордона 

Zuv = Slll z, 

встречающееся в ряде задач математической физики 

[1-3], имеет наглядную геометрическую интерпрета­
цию [ 4]. Это уравнение представляет собой уравне­
ние Гаусса для чебышевской метрики 

ds 2 = du2 + 2 cos z ( и, v )dudv + dv 2 

гауссовой кривизны К = - 1. В пространстве Е3 

по заданному решению z( и, v) можно построить 
псевдосферическую поверхность (ПП) - поверх­
ность постоянной гауссовой кривизны К= - 1. На 
каждой ПП можно ввести асимптотическую сеть, 

одновременно являющуюся чебышевской. Если та-

ковой является сеть координатных линий (и, v), 
то соответствие (решение z) f---t (псевдосферичес­
кая поверхность Ф[z]) взаимно однозначно. Извест ­
но, что в Е3 не существует геодезически полной 
псевдосферической поверхности, любая Ф[z] имеет 

особенности - ребра возврата и острия, - они 

соответствуют линиям уровня функции z( и, v) = 7Гn. 
По заданному в Е3 ребру Ф[z] можно однозначно 
построить фрагмент содержащей его поверхности, 

поэтому становится возможным классифицировать 

ПП по их особенностям. 

Особую роль в физике играют решения уравнения 
sin-Гордона в виде уединенных волн (односолитон­
ные) 

z = 4 arctg ери+v/р 


