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Приведен пример задачи, близкой к спектральной задаче теории волноводов со вставкой, 

вложенные собственные значения которой исtJ1езают при малом изменении коэффициентов, 

характеризующих заполнение. Рассмотрение этой задачи основано на методе Фубини. 

В настоящее время известны многочисленные 

примеры волноведущих систем, обладающих собст

венными значениями, вложенными в непрерывный 

спектр [1-6]. Однако не вполне ясно, сохранятся ли 
они при малом изменении границы или заполнения 

волновода, поскольку в общем случае вложенное 

собственное значение при малых возмущениях мо

жет превращаться в комплексный резонанс [4, 7, 8]. 
В настоящей работе рассмотрен простой пример 

спектральной задачи, у которой исчезают вложенные 

собственные значения, а именно: 

{ и"+ (k
2q(x) - а)и = k2p(x)v, 

v" + (k 2q(x) - /З)v = k2p(x)u. (l) 

Здесь а< /3, а функции q(x) - 1 и р(х) - аналити
ческие функции, регулярные в любой конечной точ

ке вещественной оси и убывающие быстрее любой 

экспоненты. 

Эта задача является модельным приближением 

для и зучен ия спектральной задачи 

{
Ли+ k2q(x, у)и =О , 

:1~=~2~~; иlу=к =О , (2) 

в полом волноводе постоянного сечения 

О= {х Е Il~.1, у Е [О, +7Г] }, 
заполненном неоднородным веществом, которое 

характери зуется кусочно-постоянной функцией 

q(x, у). 

В силу полноты системы тригонометрических 

функций решение (2) всегда можно представить в 
виде 

00 

и(х, у; k) = L ип(х; k) sin (пу), 
n = l 

причем Un (х) Е L2 (IR1 ) n С1 . Подставляя это выра 
жение в (2) , получим вместо (2) бесконечную систе
му обыкновенных дифференциальных уравнений 

где 

00 

11 2 k2 '"""' о Un - n Un + L qn,mUm = , п = 1, 2, ... , 
m = l 

f J dx lип(х)l 2 < оо, 
n = l rn; 1 

qn,m(x) = J dy q(x, у) sin(ny) sin(my). 

s 

(3) 

Нетрудно видеть, что задача (1) является весьма 
частным случаем задачи (3) , однако можно наде
яться, что и она передает характерные особенности 

поведения спектра задачи (2). 
Предположим, что у задач и (1) существует вло 

женное собственное значение k2 Е (а , /3 ) и ему отве
чает собственная функция (и 1 (х) , v1(x)) Е L2 (IR1 ). 

Система (1) имеет еще три линейно-независимых 
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решения (ип(х), vп(х)) (п = 2, 3, 4). Переписав (1) 
в виде системы уравнений первого порядка и при

менив к ней теорему Линделефа [9], видим, что все 
четыре решения задачи (1) растут не быстрее экспо
ненты. Это позволяет доказать следующую теорему. 

Т е о р е м а 1. Если решение ( и1 , v1 ) задачи 1 
принадлежит L2 (IR) и и( х) 1 ф. О, то у задачи 1 
имеется другое решение, которое (само или его 
первая производная) стремится к бесконечности. 

Доказательство. Пусть (ип,vп) (п = 
= 2, ... , 4) - оставшиеся три линейно-независимых 

решения 1 и пусть и(х0 ) f:. О. Составим матрицу 

и заметим, что ее определитель не зависит от х. 

Из уравнений 

{ v~ + (k2q(x) - а)vп = k 2р(х)ип, 

v~ + (k2q(x) - a)vm = k2p(x)um 

следует, что 

или 

Так как um, ип, Vm, Vn растут не быстрее экспонен
ты, то р(х) убывает быстрее и, значит, W[vn,vm ](x) 
все время остаются меньше некоторой константы С. 

Аналогично 

~W[un,um] = - k2p(x) lvn(x), vm(x) 1, 
dx ип(х ), um(x) 

поэтому предел W[u1, Um] ---+ w ± ' когда х ---+ ±оо' 
существует и равен 

х 

[ ] ( ) ± 2 ! ( ) 1 Vn ( Х), Vm ( Х) 1 W Un, Um х = W - k р х ип(х), Um(x) dx. 
±оо 

Предположим, что все определители Вронского 

W[u1, um] стремятся к нулю, когда х---+ ±оо. Так как 
р(х) убывает быстрее любой экспоненты, а и 1 , и2 
растут не быстрее некоторой экспоненты, то 

при любом 'У, если взять х0 достаточно большим. 
Тогда при х > хо 

00 

IW[u1, um](x)I::::; J Ро е-7х dx =~о е-'"Ух, 
х 

т. е. W[u1, um] убывает быстрее любой экспоненты. 
Но поскольку, например, 

1 
W[и2,из ] = -(и2W[и1,из ] - изW[и1,и2 ] ), 

и1 

все W[ип, um] стремятся к нулю и в силу огра
ниченности W[vn, vm ](x) определитель IWI тоже 
стремится к нулю, что невозможно ввиду того, что 

он вообще не зависит от х. Значит, предположение о 

том, что все W[u1,um ] ---+ О, когда х---+ ±оо, неверно, 
и поэтому Um должна неограниченно возрастать, 

чтобы скомпенсировать убывание и1 . • 

Однако, с другой стороны, оценив любое решение 

(u(x),v(x)) системы (1) по методу Фубини [10], 
можно показать, что все Um ограничены. 

Т е о р е м а 2. Все решения задачи (!) и их 
первые производные ограничены на всей вещест

венной оси. 

Доказательство. Пусть и1 (х) и и2 (х) -
решения уравнения 

и"+ (k2q(x) - а)и =О 

с вронскианом W = 1, а v1(x) и v2(x) - решения 
уравнения 

v" + (k 2q(x) - /З)v =О 

с вронскианом W = 1. Будем искать решение (1) 
методом вариации постоянных. Положим 

{ и= ai(x)u1(x) + а2(х)и2(х), 
v = Ь1(х)v1(х) + Ь2(х)v2(х), 

тогда имеем: 

х 

ai(x)=11 - k2 fd~u2(~)p(~)v(~), 
о 
х 

a2(x)=12+k2 fd~u1(~)p(~)v(~), 
о 
х 

Ь1(х) = "(з - k2 J d~v2(~)p(~)v(~), 
о 
х 

Ь2(х) = "(4 + k2 J d~v1(~)p(~)v(~), 
о 

где "(1, . .. , "14 - постоянные интегрирования. Зна
чит, функции и и v выражаются одна через другую: 

{ и(х) - k2 l d~ .С(х, ~)p(~)v(~) = 11и1(х) + 12и2(х), 

v(x) - k2 J d~ 9Л(х, ~)р(~)и(~) = 1зv1(х) + "(4V2(x), 
о 

где 

Отсюда для и получается уравнение Вольтерра: 

х 

и(х) - k4 J d17~(x,17)u(17) = F(x) 
о 

(4) 
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с ядром 

х 

~(х, ry) = / d~ .С(х, ~)р(~)9Л(~, ry)p(ry) 

и правой частью 

F(x) = 11и1(х) + 1'2и2(х)+ 
х 

+ k2 / d~ .С(х, ~)р(~)[1зv1(~) + f'4V2(~)]. 
о 

Если k2 Е (а,/З), то функции и1(х) и и2(х) 
равномерно при всех х ограничены некоторой кон

стантой С, поэтому и 1-С(х, ~)1 < С2 при всех х 
и ~. Хотя функции v1(x) и v2(x) могут возрас
тать неограниченно, но в силу того, что р(х) убы
вает быстрее любой экспоненты, найдется такая 

функция Р(х), убывающая столь же быстро, что 

IР(~)9Л(~, ry)p(ry)I < P(~)P(ry). Поэтому ядро уравне
ния Вольтерра удовлетворяет неравенству 

х 

lk(x, ry)I < P(ry)C2 ! d~ Р(~)::::; С" P(ry), 
о 

где 
00 

С"= С2 ! d~ Р(~) 
о 

при всех х и 'Г/. В силу леммы об интегральных 

уравнениях Вольтерра [10] решение уравнения (4) 
удовлетворяет неравенству 

lи(x) - F(x)I::::; k4 C"J1(x)e~[ k4 C"J2(x)], (5) 
где интегралы 

х х 

J1(x) = ! Р(у) dy и J2(x) = / P(y)IF(y)I dy 

о о 

u u cm 
ограничены равномерно некоторои константои . 

Остается заметить, что функция F(x) ограничена 
на вещественной оси. В самом деле, с учетом выра

жения для ,С имеем: 

F = 11и1(х) + 12и2(х) + 
х 

+ k2 / d~ .С(х, ~)р(~)[1зv1(~) + f'4V2(~)] = 

о 

(11 - k' l d~u2I0PI0['1зv1IO + ')4v2IOI) ui(x) + 

+ (')2 + k' l di; щ (()р(()[')зV1 Ю + ')4v2IOJ) и2(х ). 

В силу ограниченности интегралов эта функция 

ограниченная на всей вещественной оси. Таким 

образом, в силу оценки (5) и функция и(х) -
ограниченная на всей вещественной оси. 

Дифференцируя (4), получим уранение Вольтерра 
для и'(х) и тем же приемом докажем ограниченность 

и'(х) на всей вещественной оси. • 
Сравнивая теоремы 1 и 2, видим, что при 

р(х) ф О все принадлежащие L2 собственные функ
ции (u(x),v(x)) задачи (!), соответствующие соб
ственному значению k2 Е (а, /3), удовлетворяют ра
венству и(х) = О, которое в силу (!) приводит 
к тождеству p(x)v(x) = О. Поскольку функция 
р(х) - аналитическая, это тождество означает, что 
и v(x) =О. Иными словами, если р(х) ф О, то у зада
чи (!) нет вложенного собственного значения. Заме
тим теперь, что при р(х) =О задача(!) может иметь 
вложенное собственное значение вида (О, v(x)), если 
q(x ) - 1 >О и достаточно мало [5]. Значит, малейшее 
возмущение р(х) приведет к исчезновению этого 
собственного значения. Таким образом, задача (!) 
действительно является примером такой задачи, у 

которой пропадают вложенные собственные значе

ния при малом возмущении коэффициентов. 
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