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В малоугловом приближении рассчитано рассеяние частиц при прохождении сквозь трех­

и четырехатомные линзы. Получены аналитические выражения для энергии фокусировки 

этих систем для произвольного и ряда конкретных межатомных потенциалов (Борна-Майера 

и Мольера). Отмечена двузначность энергиИI фокусировки для линзы, имеющей форму 

прямоугольника. Показано, что энергия фокусировки правильной треугольной линзы 

совпадает с энергией фокусировки двухатомной линзы того же радиуса. Проведено сравнение 

с результатами других работ. 

Введение 

Фокусировка атомных траекторий играет важную 
роль во многих процессах при взаимодействии атом­

ных частиц с кристаллами. Для частиц первичного 

пучка она ярко проявляется при рассеянии атомов и 

молекул поверхностными полуканалами кристалли­

ческой решетки, при переходах ось-плоскость кана­

лированных частиц, служит одной из причин нару­

шения статистического равновесия частиц в каналах 

и т. д. В случае распыления кристаллов фокусировка 

атомов отдачи способствует появлению направле­

ний преимущественного распыления (пятна Венера) 
и при определенных условиях может значительно 

усилить распыление атомов подповерхностного слоя 

кристаллической решетки. 

Как известно, уже рассеяние на одном атоме при­
водит к сгущению траекторий позади рассеивающего 

центра, что связано с уменьшением угла рассеяния 

частиц с ростом прицельного параметра столкно­

вения (радужное рассеяние). Эффект усиливается 
при рассеянии на двух и большем числе атомов, 

образующих фокусирующую линзу. При каналиро­
вании фокусирующие линзы формируются атомными 

цепочками (струнами Линдхарда). 
Основной характеристикой фокусирующего дей­

ствия атомной линзы является энергия фокусировки, 

т. е. энергия, при которой траектории падающих 

частиц сходятся в заданную точку или, наоборот, 

расходящийся пучок частиц преобразуется в парал­

лельный. Для случая рассеяния на одном атоме 

задача сводится к вычислению радиуса тени атома, 

поскольку именно вблизи границы тени наблюдается 

самое сильное сгущение траекторий (см., напр., [1]). 
В малоугловом приближении задача решается точно 

лишь для степенных ионно-атомных потенциалов 

[ 1, 2]. Имеется довольно точная аппроксимация ра­
диуса тени, полученная с использованием потенциа­

ла Мольера [З]. 

Расчеты энергии фокусировки более сложных 

атомных систем первоначально проводились в связи 

с проблемами распыления и дефектообразования в 

кристаллах. Рассматривалась фокусировка кольце­

выми трех- и четырехатомными линзами в предпо­

ложении, что взаимодействие частиц описывается 

потенциалом Борна-Майера V(R) = Ае~( - R/B), 
где А и В - константы, R - межатомное рас­

стояние. Результаты этих работ, проводившихся в 

1960-х годах, подробно изложены в монографии 

Томпсона [4]. 
Теория линзовой фокусировки для произвольного 

потенциала предложена в работах [5-8]. Наиболее 
подробно рассмотрены случаи рассеяния атомны­

ми цепочками, образующими структуру полуканала 

[5, 7], двухатомной линзой [6], а также линзой, 
имеющей форму ромба [8]. Как и в [1-4], в рабо­
тах [5-8] углы рассеяния частиц рассчитывались 
в импульсном (малоугловом) приближении. Наибо­
лее эффектный результат получен в случае рас­

сеяния частиц поверхностными полуканалами [7], 
для которого энергию фокусировки удалось выра­

зить непосредственно через ионно-атомный потен­

циал: 

(1) 
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Здесь а и Ь - соответственно полуширина и глубина 
полуканала, d - расстояние между атомами в цепоч­

ках, формирующих полуканал, и V(p) - потенциал, 
вычисленный в точке R = р. Энергия фокусировки 
оказалась очень чувствительной к изменению потен­

циала, что было использовано для определения по­

тенциала из экспериментальных данных [9, 10]. Для 
пары Ar-Cu найденный потенциал оказался близок к 
квантовомеханическому потенциалу, рассчитанному 

методом самосогласованного поля [ 11]. 
В настоящей статье рассмотрено рассеяние час­

тиц прямоугольной и треугольной атомными линза­

ми. Цель работы - получить аналитические выраже­

ния для энергии фокусировки этих систем в случае 

произвольного и ряда конкретных потенциалов. 

1. Фокусировка прямоугольной линзой 

Допустим, что ионы с энергией Е падают од­

нородным по сечению пучком параллельно пря­

мой 00', рассеиваются атомами 1-4, центры ко­
торых лежат в плоскости Р1 , и попадают на плос­

кость-экран Р2 (рис. 1, а). Пусть а - расстояние 
от атомов до прямой 00' (радиус линзы), а Ь -
расстояние между плоскостями Р1 и Р2. Обозначим 
через х и у координаты точки прицеливания иона 

на плоскости Р1 , а через Х и У - координаты 

точки падения иона на плоскость Р2 . В импульс­

ном приближении [12] угол рассеяния частицы на 
атоме выражается через поперечный импульс, при­

обретаемый частицей при равномерном движении 

по прямолинейной траектории. В случае рассеяния 

на четырех атомах импульсы векторным образом 

складываются, что приводит к выражениям 

4 

Х = Х + Ь L '19(pj, E)Pjx/Pj, (2) 
j = l 

и 
4 

у= у+ ь L '19(pj, E)Pjy/Pj· (3) 
j = l 

Здесь Pj - прицельный параметр иона относительно 

j-го атома (pj = (PJx+PJy) 112, где Plx = Р2х = ах+х, 
Рзх = Р4х = ах - х, Ply = Р4у = ау + У, Р2у = Рзу = 
=ау-У); '19(р, Е) = f(p)/ Е - угол рассеяния иона на 
отдельном атоме ('19 « 1); функция f (р) выражается 
через ионно-атомный потенциал V(R): 

00 

JdV dR 
f(p) = -р dR JR2 - р2· (4) 

р 

При выводе формул (2) и (3) предполагалось, что к 
моменту падения иона на экран его взаимодействие с 

атомами прекращается и траектория иона выходит на 

асимптоту (практически это условие можно считать 
выполненным при Ь > а). Предполагалось также, 
что указанная асимптота пересекает асимптоту к 

начальному участку траектории в точке, лежащей 

в плоскости Р1 . 

! ! 

~ /у -р2 

-rx~ 
Рис. 1. Атомные линзы: а - прямоугольная; 6 - тре­

угольная 

Получим распределение плотности потока ионов 

на плоскости Р2 . Число частиц, точки прицеливания 

которых находятся на элементарной площадке dx dy 
в плоскости Р1 , равно произведению Io dx dy, где 

! 0 - плотность первичного пучка. После рассеяния 

частицы попадут на некоторую элементарную пло­

щадку dS плоскости Р2 . Учитывая, что площадки 
dS и dx dy связаны соответствующим якобианом, 
для плотности потока рассеянных частиц находим 

I т 1ахау axay1 - l 
Io = ~ ах ау - ау ах X= Xi,Y= Yi, 

где Xi и Yi - корни системы уравнений 

{ Х(х , у)= Хо, 

У(х,у) =Уа, 

(5) 

(6) 

и m - число корней. Величины m, Xi и Yi в форму­
лах (5) и (6) имеют простой физический смысл: m -
это число путей, по которым ионы могут попасть в 

точку с координатами Хо и У0 , Xi и Yi - координаты 

соответствующих этим путям точек прицеливания. 

Из (5) следует, что величина I обращается в 
бесконечность лишь в том случае, когда 

ах ау ах ау 
-- - --=О 
ах ау ау ах 

(7) 

для какой-либо одной пары корней Xi и Yi. При 
Хо = Уа = О система уравнений (6) имеет корни 
х 1 = у1 = О. Нетрудно показать, что для этих кор­
ней уравнение (7) распадается на два уравнения: 
ах/ах= О и аУ/ау =О, решая которые находим 
две энергии фокусировки: 

EJ~ = -4Ь [ (а;)2 !'(а)+ (;)2 f~a)] (8) 

в}4J = _4Ь [ (;)2 !'(а)+ (а;)2 f~a)]. 
и 

(9) 

Первая энергия соответствует фокусировке пучка 

по направлению к плоскости х = О, вторая - к 

плоскости у= О (рис. 1, а). Здесь а= (а;+ а~) 1 1 2 -
радиус линзы. Формулы (8) и (9) справедливы при 

(4) (4) ( ) . ( ) и ф Efx, Efy » f ат , где ат= mш ах, ау . з ормул 

(8) и (9) следует, что энергия фокусировки прямо 



Вестник Московского университета . Серия 3. Физика. Астрономия. 2002. № 3 49 

пропорциональна величине Ь. Зависимость от ах 
и ау является более сложной и определяется видом 

функции f(p), т. е. в конечном счете видом потенци­
ала. Знак минус в правой части (8) и (9) указывает 
на то, что фокусировка частиц возможна лишь в 

том случае, когда выражение в квадратных скобках 

отрицательно. 

Для квадратной линзы (ах= ау= а/./2) 

EJ~ = в}4J = -2Ь [!'(а)+ f~a)]. (10) 

При ау = О и ах = а формула (8) дает удвоенную 
энергию фокусировки пары атомов [6]: 

в?)= - 2bf'(a). (11) 

Для потенциала V = C/Rn функция f(p) имеет 
вид [12] 

f(p) = у'1Гса-пг ( п; 1) /r (%) , (12) 

где Г(х) - гамма-функция. 
Из формул (8), (9) и (11) с учетом (12) находим 

Е(4) / Е(2 ) = ~ [(1 + п) а; - 1] (13) 
fx f п а2 

и 

Е(4) / Е(2 ) = ~ [п - (1 + п) а;] . 
fy f п а2 

(14) 

Зависимости, рассчитанные по формулам (13) и 
(14) для п = 2, 3 и 4, показаны на рис. 2. Видно, что 
две энергии фокусировки реализуются одновременно 

лишь при ах/а'"" 0.7, т. е. при близких значениях 
ах и ау. 

2.0 

1.5 

0.5 

П=2 

П=З 

П=4 

о.о~~~~-~~~-~~~~~ 

О .О 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

aJa 

Рис. 2. Энергии фокусир овки Ej~ и Ej4J (нормированные 
на Ej2) - энергию фокусировки двумя атомами) для 
прямоугольной линзы в зави си мости от отношения ах/ а. 

Потенциал V=C/Rn (п=2,3,4) 

2. Фокусировка трехатомной линзой 

Для ряда атомных направлений в кристаллах (на­
пример, для оси (111) в ГЦК решетках) существенна 
фокусировка трехатомными линзами [4]. Рассмот­
рим случай, когда атомы 1-3 образуют правильный 

треугольник радиуса а и лежат в точках с коор­

динатами ( - а/2, - а../3/2), ( - а/2, а../3/2) и (а, О) 
соответственно (см. рис. 1, 6). Система уравнений (6) 
в этом случае имеет решение х =у= О, что отвечает 

траектории, равноудаленной от атомов 1-3. Нетрудно 
показать, что для такой траектории суммарный им­

пульс, который ион получает в результате рассеяния 

на атомах 1 и 2, равен и противоположен по направ­
лению импульсу, получаемому ионом в результате 

рассеяния на атоме 3. Отсюда следует, что при 
расчете энергии фокусировки суммарное действие 

атомов 1 и 2 можно заменить действием одного 
атома, лежащего в точке ( - а, О), т. е . симметричного 
по отношению к атому 3 и образующего вместе с 
ним двухатомную линзу радиуса а. Это приводит к 
формуле для энергии трехатомной фокусировки 

EJ~ = -2Ьf'(а), (15) 

которая аналогична формуле (11). 

3. Примеры 

Рассмотрим в качестве примеров экспоненци ­

альный потенциал Борна-Майера и потенциал с 

функцией экранирования Мольера. Оба потенциала 
широко используются для описания атомных столк­

новений в твердых телах, а функция экранирова ­

ния Мольера положена в основу ряда потенциалов, 

аппроксимирующих результаты квантовомеханичес­

ких расчетов (н апример, потенциалов WHB [13] и 
ZBL [14]). 
Для потенциала Борна-Майера функция f(p) 

равна 

f(p) =р;Ко (~) , (16) 

и подстановка (16) в (8) дает 

Е(4) = 4ЬА [ а; К (!!__) _ К (!!__)] 
fx В аВ 1 В О В (17) 

где Ко(х) и К1(х) - модифицированные функции 
Бесселя второго рода нулевого и первого порядка. 

Для потенциала Мольера функция f(p) имеет 
вид 

f (р) = Z1Z2e2 t ai/ЗiK1 (/ЗJ!-) , 
as i = l as 

(18) 

где Z1 и Z2 - атомные номера налетающей частицы 

и атомов линзы, а8 - длина экранирования, ai и 

/Зi - параметры потенциала. Подставляя (18) в (8), 

(19) 

где '"fi = /Зiа/а8 . Выражения для энергии фокусиров­

ки в}4J можно получить из (17) и (19), замен ив ах 
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на ау и ау на ах. В случае квадратной линзы наго в данной работе, фокусировка частиц в задан­

ную точку происходит при меньших углах рассеяния 

в}~= 2~А [;к1 (;) - 2ко (;)J 
и 

(20) и, следовательно, больших энергиях по сравнению со 
случаем расходящегося пучка. С уменьшением уг­

ла рассеяния точность импульсного (малоуглового) 
(21) приближения возрастает, чем и объясняется хорошее 

согласие теории и моделирования. 

для потенциалов Борна-Майера и Мольера соответ­

ственно. 

Энергия фокусировки трех- и двухатомной линзы 
определяется выражениями 

Е(з) = Е(2) = 2ЬА [!!:._К (!!:._) _ К (!!:._)] 
fx fx В В 1 В О В 

(22) 
и 

2 3 
(з) (2) 2Z1Z2 e Ь '°"' 

Efx = Efx = L ai/Зi [l'iKo(l'i) + K1(1'i)] 
aas i = l 

(23) 
для потенциалов Борна-Майера и Мольера соответ­

ственно. 

Для случаев рассеяния пучка ионов парой атомов 

и парой атомных цепочек в работах [5, 6] проведе­
но сравнение с результатами численных расчетов, 

выполненных путем интегрирования уравнений дви­

жения ионов в поле атомов (цепочек атомов), т. е. 
без тех упрощающих предположений, что сделаны 

выше. Хорошее согласие аналитической теории и 

моделирования, которое было достигнуто, казалось 

бы, противоречит выводу Томпсона [4, 15] о том, 
что импульсное приближение является грубым для 

описания линзовой фокусировки. В действительнос­

ти противоречия нет, поскольку в [4, 15] рассмотрена 
фокусировка расходящегося пучка частиц, источник 

которого находится непосредственно в поле атомной 

линзы. В случае параллельного пучка, рассмотрен-
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РАЗНОСТЬ ПОЛЯ ИЗУЕМОСlГЕЙ КАК ХАРАКТЕРИСТИКА 
КОМБИНАЦИОННО-АКТИВНЫХ СВОЙСТВ МОЛЕКУЛЫ 

С.Ю. Никитин 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

Показано, что разность поляризуемостей в состояниях, образующих комбинационно-ак­

тивный переход, является удобной характеристикой свойств молекулы в отношении комби­

национного рассеяния света. Получены выражения для удельного коэффициента усиления 

вынужденного комбинационного рассеяния и сечения спонтанного комбинационного рассеяния 

через разность поляризуемостей. Сделаны численные оценки для водорода. 

Введение 

Теоретический расчет сечения спонтанного ком­

бинационного рассеяния (СКР) света на молеку-

ле du / dO и коэффициента усиления вынужденного 
комбинационного рассеяния (ВКР) g в молекуляр­
ной среде представляет собой трудную задачу . В при­

ближении Плачека сечение СКР выражается через 


