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Результаты данной работы позволяют решить [5] 
задачу интегрирования (авто)преобразований Бек­
лунда для уравнения (3) в нелокальных переменных, 
а также построить нелокальные законы сохранения 

и симметрии уравнения Лиувилля. 

Автор благодарен А.М. Вербовецкому, И.С. Кра­
сильщику, А.В. Овчинникову и В.В. Трушкову за по­
лезные замечания и конструктивную критику. Рабо­

та выполнена при частичной финансовой поддержке 

INTAS, грант YS 2001/2-33. 
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Фейнмановские диаграммы в теориях с матричными полями Ф Е Mat(N, N) являются 
ленточными графами. Есть взаимнооднозначное соответствие между ленточными графами и 

поверхностями с границей и с клеточным разбие:нием. Степень N в фейнмановских интегралах 

зависит только от топологии соответствующей поверхности. В работе показано, что это верно 

и для обобщенных ленточных графов. Такие гр;афы соответствуют поверхностям с разбиением 

на сферы с отверстиями. 

Введение 

Основной метод вычислений в квантовой теории 
поля - разложение в ряд по константе связи. В те­

ориях с матричными полями Ф Е Mat(N, N) есть 
новый параметр 1 / N, по которому можно проводить 
разложение [1]. В последнее время интерес к 1/N 
разложению сильно возрос в связи с так называемым 

AdS/CFT соответствием [2-6], также 1/ N разло­
жение играет важную роль в некоммутативных и в 

матричных теориях [7, 8]. 
1/ N разложение было сформулировано т'Хофтом 

для теорий, в которых взаимодействие имеет вид 

следа от произведения матриц [1]. В частности, 
так устроены теории Янга-Миллса, описывающие 

электрослабые и сильные взаимодействия. Вследст­
вие тождеств Славнова-Тейлора перенормировки в 
теориях Янга-Миллса не меняют вид взаимодейст­

вия [9]. Это неверно в случае произвольных теорий 
с матричными полями, где перенормировки приводят 

к появлению в лагранжиане взаимодействия произ­

ведений следов матриц [10]. Например, в теории с 
комплексным полем Ф и затравочным взаимодейст­

вием Lint = g Тr[( ФФ+) 2 ] перенормировки приводят 

к появлению взаимодействия Lint = g(Тг[ФФ+]) 2 . 
С другой стороны, мультиследовые взаимодействия 

можно вводить, чтобы нарушить суперсимметрию 

[11, 12], поэтому довольно широко обсуждается 
роль мультиследовых операторов в AdS/CFT соот­
ветствии [11-14]. 

В настоящей работе формулируется обобщение 

1/ N разложения для теорий с мультиследовыми 
взаимодействиями. Оно основано на соответствии 
между фейнмановскими диаграммами в таких тео­

риях и поверхностями. 

1. Ленточные графы и 1/N разложение 

Фейнмановские диаграммы в теориях с матрич­
ными полями изображаются ленточными графами. 

Если взаимодействие имеет вид следа от произведе­

ния полей Lint = g Тг( Ф1 ... Фп), то в соответствую­
щей вершине графа разрешены только циклические 

перестановки ребер. Другие перестановки, вообще 

говоря, запрещены. 

Пусть Ф Е Mat(N, N) - комплексное поле. В ка­
честве примера рассмотрим ленточные графы в тео­

рии с лагранжианом 

L = Lo + gТг[(Ф+Ф) 2 ], 

где свободный лагранжиан выберем в виде 

Lo = Тг(дµФ+аµФ + m2 Ф+Ф). 



Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2002. № 6 27 

Пропагатор < ф+~ф~ >"' 8f 8j, поэтому каждое 
ребро несет только два матричных индекса. Ребра 

мы будем изображать двумя нитками, с каждой 

ниткой связан один матричный индекс. В вершине 
. . k 

мы имеем gТг[(Ф+ Ф) 2 ] = gФ+jФ1Ф+ 1 Ф~, поэтому 
индекс с одного ребра переходит на другое, т. е. 

нитка одного ребра переходит в нитку другого. 

На рис. 1 показана индексная структура про­

пагаторов и вершин в теории. Знак « + » соответ­
ствует полю ф+ , знак « - » соответствует полю Ф. 
Входящая стрелка соответствует верхнему индексу, 

выходящая - нижнему. 

+ 
) J 

g Ф+j Ф{ Ф+7 Ф~ 

Рис. 1. Пропагатор и вершина взаимодействия 

Основная идея 1/ N разложения заключается в 
следующем. Каждая замкнутая нитка ленточного 

графа дает суммирование по соответствующему ин­

дексу в фейнмановском интеграле. Поскольку от 

индекса ничего не зависит, то суммирование приво­

дит к умножению на N. Также предполагается, что 
константы взаимодействия g "' N - k, где k зависит 
от количества ребер в вершинах. Можно построить 

некоторое соответствие между ленточными графами 

и поверхностями с границей, при этом степень N 
в разложении будет связана с топологией соответ­

ствующих поверхностей, а именно, фейнмановский 

интеграл зависит от N 
R 

Хе "'NX- 2, 
где х - это эйлерова характеристика поверхности, 

а R - число внешних линий диаграммы. 

Определим поверхности, сответствующие ленточ­
ным графам. Пусть G - ленточный граф. Рас­

смотрим поверхности с границей, на которых G 
может быть нарисован без самопересечений, при 

этом внешние ребра присоединены к границе по­

верхности. Существует единственная такая поверх­
ность с максимальной эйлеровой характеристикой, 

ее будем называть соответствующей графу G и 

обозначать Sc. 
Построим Sc. Пусть С - вершина графа с r 

ребрами, ей ставим в соответствие многоугольник 

также с r ребрами. С каждым ребром в вершине 
мы ассоциируем ребро в многоугольнике с учетом 

порядка следования ребер. Например, простая вер­

шина с четырьмя ребрами соответствует квадрату 

(рис. 2). 

14 ВМУ, фи зик а, астроном ин, № 6 

+ 

k 
Рис. 2. Соответствие между вершинами и многоугольниками 

Индексы, знаки и стрелки ребра в вершине ставим 

на соответствующее ребро многоугольника. Ребро 

между двумя вершинами соответствует общему реб­

ру между многоугольниками (рис. 3). 
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А 
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Рис. 3. Соединение вершин многоугольников 

Соединяя по этому правилу многоугольники, со­

ответствующие вершинам графа G, получим поверх­
ность Sc. Нетрудно пока зать, что G может быть 
нарисован на Sc без самопересечений, а также то, 
что эйлерова характеристика Sc максимальна. 

Отметим, что индексы ставятся около концов 
ребер многоугольников. Около любой такой точки 

есть только один индекс. Это свойство остается пос­

ле соединения многоугольников. Например, около 

вершины А стоит индекс j, а около вершины В 

стоит индекс m (см. рис. 3). В ленточных графах 
индексы ассоциируются с нитками, поэтому точки 

на концах ребер многоугольников соответствуют 

ниткам в ленточных графах. 

Введем следующие обозначения для графа G 
(в скобках указываются объекты на поверхно­

сти Sc ): 
I - число замкнутых ниток (то чек на концах 

ребер внутри поверхности), замкнутые нитки также 
называются индексными петлями; 

IR - число незамкнутых ниток (точек на концах 
ребер на границе поверхности); 

V - число вершин (многоугольников); 

Р - число внутренних ребер (ребер внутри 

поверхности); 

R - число внешних ребер (ребер на границе 
поверхности); 

х - эйлерова характеристика поверхности Sc. 
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Каждая внешняя индексная нить оканчивается в 

двух внешних ребрах, каждое внешнее ребро соот­

ветствует двум внешним индексным нитям, поэтому 

IR=R. 
Многоугольники дают клеточное разбиение Se, 

поэтому 

IR + I - R - Р + V = х, 

или 

I - P+V=x. (1) 
Т е о р е м а Пусть константы взаимодейст-

вия для вершин с r ребрами имеют следующую 
зависимость от N: 9т '""Nl - r / 2. Тогда фейнма­
новский интеграл зависит от N 

R 
Хе ,...,NX- 2. 

Докажем сначала, что 

'°"' rv R ~2=Р+2, 
v Ee 

(2) 

где rv - число ребер в вершине v (в дальнейшем ин­
декс v мы будем опускать), символ v Е G означает, 
что сумма идет по всем вершинам графа G. 

Если для каждой вершины графа поставить точку 

у каждого ребра, входящего в эту вершину, то общее 

количество точек будет 

Таким образом, 

L ( 1 - ~) = v - Р - ~ = х - I - ~, 
v Ee 

где используется х = I - Р + V. Окончательно 

Хе'"" N 1 П 9т '""NI+l:vEG (l - ~) = NX- lf. 
v Ee 

Видно, что при фиксированном количестве внеш­

них ребер степень N зависит только от х = 2- 2g- h, 
где g - род поверхности (число ручек), а h - число 
отмеченных точек (число отверстий для поверхнос­
тей с границей). 

2. Обобщенные ленточные графы 

Дадим определение обобщенного ленточного гра­

фа. Пусть С - вершина такого графа. Обо­

значим через Ас = {l1, ... lп} множество ребер, 
входящих в С. Допустим, что некоторое реб­

ро li может начинаться и заканчиваться в С, в 

этом случае оно входит в множество Ас дваж­

ды: Ас = {l1, ... l~, ... l~', ... ln}· Число элемен­
тов в Ас называется степенью вершины С и 

обозначается deg( С). Порядок элементов в Ас 
- это порядок, в котором ребра входят в С. 

В случае обычных ленточных графов разрешены 

только циклические перестановки ребер, например 

{l1, l2, ... lп} '"" {lп, l1, ... lп - 1}. Вершины в таких 

графах будем называть простыми. Для обобщенных 

ленточных графов допускаем, что множество Ас 

можно разбить на непересекающиеся подмножества 

ЛЬ, Ас= {Л~,Л~, ... Л0 }. При этом разрешены 
циклические перестановки элементов внутри каждо­

го из ЛЬ, а также любые перестановки подмножеств 

{ i j} { j i} ... Ас, ... Ас, ... ,...., ... Ас, ... Ас, .... В этом 
случае вершина С будет называться составной. 

Пусть имеется составная вершина С с разбиени­

ем множества ребер, входящих в С, на подмножест­

ва: Ас= { Л~, Л~, ... Л0 }. Обозначим через degi( С) 
число элементов в ЛЬ. Тогда соответствующее вза­
имодействие имеет вид произведения следов, и i-й 

след берется от произведения ri = degi( С) матриц: 
m 

L· - п Тr(Ф(i). . ф(i)) 
znt - 1 · · · п ; · 

i = l 

Построим поверхности, соответствующие обоб­

щенным ленточным графам. Пусть С - состав­

ная вершина графа G, и пусть Ас разбито на 
m подмножеств ЛЬ, i = 1, ... ,m. В этом случае 
вершине С мы ставим в соответствие сферу с m 
отверстиями, под сферой с отверстиями понимаем 

любое многообразие, топологически эквивалентное 

сфере с отверстиями. Заметим, что сфера с одним 
отверстием - это многоугольник. Подмножество 

ЛЬ соответствует i-му отверстию. Граница этого 
отверстия состоит из degi(C) ребер, т. е. число ребер 
на границе i-го отверстия равно числу ребер в соот­

ветствующем подмножестве ЛЬ с Ас. Линия между 
двумя вершинами - это общее ребро двух сфер с 

отверстиями. Видно, что поверхность, соответствую­

щая графу G, имеет разбиение на сферы с отверстия­
ми. Это разбиение напоминает клеточное разбиение, 
но сферы с отверстиями не диффеоморфны дискам. 

Поэтому разбиение на сферы с отверстиями будем 

называть квазиклеточным разбиением. 

Найдем аналог формулы (1) для обобщенных лен­
точных графов. Пусть Se - поверхность с квазикле­

точным разбиением, соответствующая обобщенному 

ленточному графу G. Как и раньше, обозначим через 
V, Р, I числа вершин, ребер и индексных петель 
G соответственно. Тогда в Se имеем V сфер с 
отверстиями, Р внутренних ребер, I внутренних 

точек на концах ребер. Пусть mk - число отвер­

стий в k-й сфере, k = 1, ... , V. Предположим, что 
mk ~ 1. Дорисуем (mk - 1) ребро на k-й сфере, 
чтобы получить клеточное разбиение этой сферы. 
Такое разбиение всех сфер даст клеточное разбиение 

Se. Если х - эйлерова характеристика Se, то 
формула Эйлера 

v 
I - Р - L(mk - 1) + V = х, 

k = l 
или 

v 
I - P+ L(2 - mk)=x. 

k = l 
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Как и в случае обычных ленточных графов, числа 

точек и ребер на границе поверхности сокращают 

друг друга, поэтому их в формулах не пишем. 

Обозначим через Xmk эйлерову характеристику 
сферы с mk отверстиями. Поскольку Xmk = 2 - mk, 
имеем 

v 
I - P+ LXmk =х. (3) 

k = l 

Найдем 1/ N разложение для обобщенных лен­
точных графов. Рассмотрим обобщенный ленточный 

граф G. Обозначим через g}m) константу взаимо­
действия, соответствующую вершине с r ребрами, 

разбитыми на m групп. 
Теорем а 2. Пусть g}m) '"" NXm - r/2 . Тогда 

фейнмановский интеграл зависит от N 
R 

Хс,.._,№- 2. 

Используя (2) и (3), запишем систему 

{

°"":._=P+R 
L2 2' 
vEG 

I - P+ LXm =х. 
vEG 

Здесь суммы идут по всем вершинам G. Выражая 
Р, находим 

°" r R I+ L..,,(Xm - 2)=x - 2· 
vEG 

Если g}m) ,...,NXm - r/2 , то 

Хе= NI. П g}m) '""Nx- R/2 . 

vEG 
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Рассмотрены погруженные в непрерывный спектр собственные значения спектральных задач 

для волновода с заполнением. Найден пример возмущения заполнения волновода, при котором 

исчезают погруженные в непрерывный спектр собственные значения спектральной задачи для 

волновода с заполнением. 

В работах [1-2] показано, что вложенные в непре­
рывный спектр собственные значения спектральной 

задачи неустойчивы к малым возмущениям заполне­

ния волновода. 
{
Ли+ eq(x, у)и =О, 
иlап =О, 

о 1 
и ЕW2 (Щ, 

(х,у) Е 0, 

(1) 

Пусть необходимо решить задачу на собствен­

ные значения в плоском волноводе О = { х Е IR1 , 

у Е [О, +7Г] }: найти число е и функцию и ф. О, 
которые удовлетворяют системе 

где q(x, у) - заданная кусочно-непрерывная функ­
ция, характеризующая заполнение волновода, а 

о 

W§(O) - соответствующее пространство Соболева. 

15 ВМУ, физика, астроном ин, № 6 


