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Спиральность соседних фазовых траекторий в хаотических динамических системах 

может быть охарактеризована распределением локальных угловых скоростей враще

ния инфинитезимального вектора смещени:я, эволюция которого определяется линеа -
ризованными уравнениями движения. Это распределение родственно распределению 

локальных показателей Ляпунова. Прост1ейшие модели показывают, что скорость 

закручивания соседних траекторий влияет на скорость перемешивания динамических 

переменных и на чувствительность фазовых траекторий к возмущениям. 

l. В нелинейной динамике систем - потоков 

с уравнениями движения 

х = F(x, t), (1) 

где х - вектор, представляющий состояние систе

мы в К -мерном фазовом пространстве, х = {xi}, 
1 ::::; i ::::; К, важную роль играют свойства эволюции 
инфинитезимального вектора смещения r(t), кото
рые определяются линейной системой уравнений 

r=Mr 
' 

(2) 

где М - локальная матрица устойчивости с эле
ментами Mii = дFi/дxi, которые берутся в точках 
фазовой траектории x(t) и зависят в общем случае 
от времени. Существование экспоненциально расту

щих со временем решений системы (2) определяет 
хаотичность движения системы (1 ). 

Для почти любых начальных условий вектор 

смещения r(t) будет приближаться к собствен
ной моде системы (2), обладающей максимальной 
скоростью экспоненциального роста, которая опре

деляется первым (максимальным) характеристиче

ским показателем (J"i, часто называемым просто 

показателем Ляпунова (}". Поэтому поведение r(t) 
при больших временах t » (J" - I перестает зависеть 
от начальных условий и представляет некоторую 

характеристику хаотического движения в целом. 

Это свойство лежит в основе стандартного мето

да численного расчета показателя Ляпунова [ 1], 
который определяется скоростью роста величины 

вектора r(t). Однако эволюцию ориентации этого 
вектора обычно оставляют без внимания, и даже 

в монографиях по хаотической динамике расходя

щиеся близкие траектории на рисунках принято 

изображать компланарными (см., напр., [2-8]). 
Ограничимся пока рассмотрением движения 

в пространстве с минимальной размерностью К = 3, 
при которой возможен хаос в системах - по

токах (1 ). Тогда эволюция направления вектора 

Рис. 1. Качественная схема положения сосед

них фазовых траекторий хаотического движения 

в трехмерном фазовом пространстве. Увеличение 

длины вектора смещения по экспоненциальному 

закону с показателем CJ может сопровождаться его 

вращением с угловой скоростью w 

смещения r(t) может быть описана как вращение 
вокруг направления фазовой траектории: соседние 

траектории могут обладать спиральностью (рис. 1 ). 
Мгновенная угловая скорость этого вращения 

w(t) определяется выражением 

w(t) = lim ~ r(t + с) х r(t) · v(t) , 
0 --+О f llr(t + c)llllr(t)llllv(t)ll (З) 

где v(t) = x(t) - вектор фазовой скорости, каса
тельный к фазовой траектории, а а х Ь · с - сме

шанное произведение трех векторов. Распределение 

(плотность вероятности) W значений w не зависит 
ни от выбора начального момента времени, ни от 

начальных условий для системы (2), если начальные 
точки принадлежат данной хаотической компоненте. 

Оно так же универсально, как и распределение 
локальных показателей Ляпунова - величин, опре

деляемых соотношением 

(J"(t) = lim ~ ln llr(t + c)ll 
с --+0 f llr(t)ll 

(4) 



Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2007. № 1 15 

и широко используемых для исследования струк

туры фазового пространства хаотических систем 

[9-11]. Из сравнения формул (3) и (4) можно 
заключить, что мгновенная угловая скорость может 

(в пиквикском смысле) считаться мнимой частью 
локального показателя Ляпунова и использоваться 

как зонд для анализа тонких деталей хаотической 

динамики. 

Отметим, что вопрос об эволюции ориентации 

вектора смещения уже поднимался в литературе 

[ 12, 13]. Однако использованное в этих работах 
описание направления вектора смещения углами по 

отношению к априорно выбранным осям представ

ляется менее эффективным, так как распределение 

таких углов, во-первых, зависит от произвола в вы

боре осей, а во-вторых, не обладает инвариантно

стью по отношению к замене переменных в исход

ной динамической системе (1). Распределение W(w) 
является существенно более инвариантным. 

2. В качестве примера используем известную 

модель Лоренца [14] с уравнениями движения 

Х = -аХ + О"У, 
У= -XZ + rX - У, 

Z =ХУ -bZ 

(5) 

при стандартных значениях параметров О" = 1 О, 
r = 28 и Ь = 8/3. Распределение W представлено 
на рис. 2. Оно имеет форму узкого асимметричного 
пика с широкими крыльями (расчеты для других 
хаотических моделей показывают, что такая форма 

распределения типична). Максимум плотности до

стигается при положительном значении Wmax ::::::: 0.04. 
Средняя величина скорости вращения w = 0.158 
существенно меньше величины стандартного откло

нения Лw = 0.63. Заметим, что для модели Лоренца 
при выбранных значениях параметров характери

стическая частота движения, оцененная из спектра 

мощности переменной Z(t), П::::::: 8, в то время как 
показатель Ляпунова О"::::::: 1.0. Таким образом, малое 
значение w указывает на присутствие в динамике 

~ 
= .... 
u 1.2 о 
;11 .... 
~ 0.8 о, 
<!) 
~ 
..Q .... 
u 0.4 о 
;11 .... 
о 

е О.О 
-1 о 1 2 

Мгновенная скорость вращения ro 

Рис. 2. Распределение W мгновенных скоростей 

вращения w для модели Лоренца (5) со стан

дартными значениями параметров (} = 1 О, r = 28 
и ь = 8/3 
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модели Лоренца дополнительного большого масшта

ба времени. 

3. Смысл введения величины w можно продемон
стрировать, выявив связь между w и стандартными 
характеристиками хаотического движения. Сход

ство происхождения величин w и О" подсказывает, 

что соотношения, включающие показатель Ляпуно

ва О", могут подобным образом включать и w. 
В нелинейной динамике широко известно прави

ло: скорость перемешивания (обратное время зату 
хания корреляций) ry примерно равна показателю 
Ляпунова, т. е. 

(6) 

Это соотношение иногда превращается в точное 

равенство (например, для линейного датчика слу
чайных чисел х' = {Qx}, где {·} - символ дробной 
части числа, а Q - целочисленный параметр), 

а иногда формула (6) отражает скейлинг ry сх О" 
(например, такая пропорциональность в точности 
выполняется для биллиардов). В общем случае 
соотношение (6) предполагается выполняющимся 

хотя бы полуколичественно для произвольных си

стем [ 15]. Вид спиральных траекторий, показанных 
на рис. 1, позволяет предположить, что увели

чение w интенсифицирует скорость исследования 

фазовой траекторией фазового пространства и тем 

ускоряет перемешивание. 

Для проверки этой гипотезы обратимся к классу 

двумерных отображений, которые можно интерпре

тировать как отображения Пуанкаре для трехмер

ного потока. В этом классе легко сконструировать 

модели, которые допускают контролируемое и неза

висимое изменение параметров w и О". Обозначим 

компоненты нормированного вектора смещения на 

п-м шаге, Sn = rп/ llrп ll, как {~п,Т/п}. Тогда скорость 
поворота можно определить как угол вращения за 

один шаг отображения: 

Wn = arcsin(~п+IТ/n - ~пТ/п+\). (7) 

Определим скорость затухания корреляций (ско
рость перемешивания) величины с корреляционной 
функцией В(п) соотношением 

1 00 

S = В(О) L IB(n)I. 
t=O 

(8) 

Для экспоненциальной корреляционной функции 

В(п) = В(О) ехр(-ап) определение (8) приводит 
к скорости перемешивания, равной показателю экс

поненты: ry =а. 
В качестве примера системы, для которой можно 

менять w при постоянном О", рассмотрим кусоч

но-линейное отображение единичного квадрата на 

себя, заданное формулами 

х' = {ах+ Ьу }, у'= {-Ьх +ау}, (9) 
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в котором параметры отображения связаны с пока- Рассмотрим простейшую модель эволюции от-

зателем Ляпунова и скоростью вращения соотноше- клонений, заданных системой потоков 
ниями 

а= ехр O"COS w, Ь = ехр O"Sin w. (10) 

Найденные с помощью численных расчетов значе

ния скоростей перемешивания динамических пере

менных х и у при различных значениях w пред
ставлены на рис. 3. Эти результаты подтверждают 
интуитивную гипотезу: при малых значениях угло

вой скорости w ее увеличение ведет к увеличению 
скорости перемешивания ry. 

?-
4 4 

?-

1 ! 
1 

• • 

а б 

о .....,_~~~~~~~- О -+-~~~~~~~-

0.0 0.2 0.4 0.0 0.2 0.4 
Скорость вращения ffi Скорость вращения ffi 

Рис. 3. Зависимость скорости перемешивания 1 
от скорости вращения w при постоянном зна

чении показателя Ляпунова О" для двумерного 

отображения (9): а - для переменой х, 6 - для 

переменной у 

4. Сравним динамическую систему (1) с ее воз
мущенным вариантом 

х = F(x, t) + с V(x), (11) 

где с V(x) - некоторое стационарное возмущение. 
Пусть зависимости x0 (t) и xv(t) описывают за

коны движения невозмущенной (1) и возмущен
ной (11) систем при одинаковых начальных усло
виях. Обозначим расстояние между положениями 

фазовых то чек в данный момент времени t как 

Л(t) = lxo(t) - xv(t)I. Для заданной точки х в фа
зовом пространстве введем величину 

Л(t) 
Л(х) = lim -

1

-

1 

exp(-O"t), 
с-+0 f 

(12) 

1 -+оо 

которая определяет амплитуду отклика системы 

на возмущение заданной формы. Эта величина, 

усредненная по заданной хаотической компоненте, 

D = (Л(х)), представляет удобную характеристику 
чувствительности системы (1) к малым возмуще
ниям. 

(13) 

с постоянными параметрами О", w, И и V. В отсут
ствие возмущений (И = V =О) система (13) опи
сывает вращение вектора смещения с постоянной 

угловой скоростью w и экспоненциальный рост его 
величины со скоростью О". Для И, V f О асимптоти
ка решений этой системы при O"t » 1 имеет вид 

eut 
~i:::: 2 2 [(0"U-wV)coswt+(wU+O"V)sinwt], 

О" +w 
eut 

ТJ i:::: 2 2 [(wU + O"V) cos wt + (-O"U + wV) sin wt]. 
О" +w 

(14) 
Из определения (12) для каждого и з возмущений 
получаем для средней величины амплитуды отклика 

D = ----;:==== 
)2(0"2 + w2) 

(15) 

Следовательно, для схематической модели (13) 
с увеличением скорости вращения амплитуда откли

ка будет уменьшаться. Можно предположить, что 

такая связь является универсальной для хаотиче

ских систем. 

Вернемся к кусочно-линейной модели (1 О) и рас
смотрим ее возмущение малыми изменениями пара

метров 

х'={(а+ с)х+Ьу}, у'={-Ьх+ау} (16) 

и 

х' ={ах+ (Ь + с)у}, у'= {-Ьх +ау}. (17) 

Найденные с помощью численных расчетов значе

ния амплитуды отклика при различных w представ
лены на рис. 4. Результаты показывают, что с увели
чением скорости углового вращения w усредненная 
амплитуда отклика D в целом уменьшается подобно 

зависимости (15). 
В последние годы динамика эволюции траекто

рий под воздействием малых возмущений привлекла 

большое внимание в теории хаотических гамиль

тоновых систем [ 16-18]. Описанный выше пример 
показывает, что скорость вращения может влиять 

на предэкспоненциальные факторы такого отклика. 

5. Всюду выше мы ограничивались рассмотрени
ем движения в трехмерном фа зовом пространстве. 

Этот случай и сам по себе достаточно важен, ибо 

включает основные элементарные модели, причем 

как диссипативные, так и консервативные (заметим, 
что именно для случая К = 3 эффективна широко 
распространенная техника представления фазовой 

траектории ее следом на се чении Пуанкаре). Однако 
естественно встает вопрос о возможном обобщении 

определения скорости вращения (3) на простран
ства больших размерностей, которое может быть 
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Рис. 4. Зависимость амплитуды отклика D от 

угловой скорости вращения w для различных воз
мущений двумерного отображения ( 1 О): а - для 

возмущенной системы ( 13), б - для возмущен
ной системы (14). На графиках темные кружки 
соответствуют значению а = 0.25, а светлые -

значению а = 0.5 

построено с помощью выражения для ориентиро

ванного объема Vк в К -мерном пространстве [ 19]. 
Объем Vк может быть сконструирован из еди

ничного вектора в направлении фазовой скорости 

u(t) = v(t)/llv(t)ll и совокупности К - 1 нормиро
ванных (единичных) векторов смещения, взятых 
в последовательные эквидистантные моменты вре-

мени, s(t+kc) = r(t + kc)/llr(t + kc)ll, О~ k ~К - 2, 
сверткой и и s с антисимметричным тензором К -го 
ранга Eijk ... n: 

Vк(t) = Eijk .пИiU)sj(t)sk(t + с) ... sn(t + (К-2)с). 
(18) 

При малых с эта величина пропорциональна fN, 

где N =(К - l)(K - 2)/2, и обобщенная скорость 
«вращения» может быть определена как 

(19) 

Эта величина при К > 3 зависит не только от 

элементов матрицы устойчивости в данный момент 

времени, но и от их временных производных до 

порядка N - 1 . 
Более простым и практичным представляется 

другой способ использования спиральности в мно

гомерных системах, состоящий в рассмотрении пар

циальных скоростей вращения вектора смещения 

в трехмерных подпространствах. Можно предполо

жить, что отмеченные в разд. 3 и 4 качественные 
свойства - увеличение скорости перемешивания 
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и устойчивости к возмущениям с ростом скорости 

вращения - будут свойственны и парциальным 

скоростям. 
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