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Введено понятие ко-пучка пространств Соболева и значения элемента Соболева 

пространства в точке. Указаны некоторые теоремы о связи сходимости по норме 

и поточечной сходимости. 

При исследовании краевых задач, рассматривае

мых в области Х п-мерного евклидова пространства 

IRn , требуется изучить проникновение топологии 

пространства Х в топологию пространства Собо-
о 

лева W~(X), чему посвящены работы [1, 2]. При 
этом удобно ввести следующее обобщение понятия 

гильбертова пространства: 

Определение. Скажем, что на топологиче
ском пространстве Х задан ко-пучок гильбертовых 

пространств Н(Х), если каждому открытому мно
жеству И с Х отвечает гильбертово пространство 

Sj(U), причем 
1) вложение И с И' влечет Sj(U) с Sj(U'); 
2) Sj(0) =О; 
3) конечному пересечению областей Ц отвечает 

Sj(ПЦ) = n Sj(Ц); 
4) произвольному (быть может, несчетному) объ

единению областей Иа соответствует замыкание по 

норме Sj линейного пространства, образованного 

всевозможными конечными суммами элементов из 

пространств Sj(Иa), т. е. 

Sj(UИa) = L Sj(Ua)· 

В качестве гильбертова пространства, индуциро

ванного на замкнутом множестве Z, примем орто
гональное дополнение к Sj(X - Z), т. е. 

Sj(Z) := Sj(X - Z) 7 . 

В частности, поставив в соответствие каждому 

открытому множеству И в Х С IRn пространство 
о о 

Соболева W~(U) и приняв W~(0) =О для опреде
ленности, получим ко-пучок пространств Соболе-

о 

ва W~(X) на топологическом пространстве Х с IRn . 
Широкий класс приложений открывает уже то 

простое наблюдение, что любая точка х в IRn явля
ется замкнутым множеством, и поэтому определено 

о 

пространство W~(x). Удается доказать следующее: 

о 

Теорем а 1. Пространство W~(x) одномерно, 
о 

и если обозначить проектор на W~(X) как Р(х), 
то для любой гладкой в точке х функции v верно 

P(x)v = v(x)P(x)w, (1) 

где w - произвольная гладкая функция, равная 

единице в точке х. 
о 

Тем самым для любого элемента W~(X) можно 
ввести понятие значения в точке х как коэффи

циента в разложении P(x)v по базису, состоящему 
из одного вектора ех = Р(х), т. е. равного образу 
произвольной гладкой функции, равной единице 

в точке х. 

Доказательство теоремы 1 разобьем на несколько 
утверждений. 

о 

1. Пространство 
ческими функциями 

W~(x) образовано гармони-
с особенностью в точке х, 

причем 

о 

С2 (Х) n W~(x) =о. (2) 
о 

В самом деле, пространство W~(x) образова-
о 

но всеми элементами W~(X), ортогональными 
о 

к С0 (Х - х), поэтому v Е W~(x) означает, что 

J dx (\i'w, \i'v) =О \:/ w Е С0 (И) 
и 

и для любой области И, не содержащей х. От
сюда в силу леммы Вейля [З] следует, что функ

ция v принадлежит С2 (Х - х) и является гармони
ческой в области Х - х. Если к тому же функция 

v Е С2 (Х), то ее лапласиан Лv Е С(Х) и всюду 
в Х - х равен нулю, значит, он равен нулю и в точ

ке х и v Е С2 (Х) - гармоническая функция в Х из 
о 

W~(X), а такая функция равна нулю. 
2. Элемент v Е С0 (Х), равный тождественно 1 

в некоторой окрестности И точки х, не принад-
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о 

лежит W~(X - х), и поэтому 

о о о 

W~(X - х) =f W~(X), т. е. W~(x) =f О. (3) 

Допустим противное: пусть элемент v Е С0 (Х), 
тождественно равный единице в некоторой куби

ческой окрестности И точки х, не принадлежит 
о 

W~(X - х), но существует сходящаяся к нему по-
следовательность Vm Е С0 (Х - х). Взяв пробную 
функцию ер Е С0 (И), видим, что существует после

довательность Wm =ер (1-vт) Е С00 (И)' для которой 
верно 

J dy IV'wml
2 --+ О, (4) 

х 

Wт(х) = 1, (5) 

поскольку носитель Vm не содержит точку Х, И, 

наконец, 

J dy lwml
2

--+ О. (6) 

х 

Так же как при доказательстве неравенства Пу

анкаре [4], из соотношения 

у 

Wт(У) - 1 = J (V'wm, dl), 

х 

где интеграл берется по произвольному контуру, 

соединяющему точки х и у, получается 

J dy lwт(Y) - 11 2 ~ 2L 
2 J dy IY'wт(Y)I, 

и и 

где L - длина ребра куба И. Поэтому из утвержде

ния (4) следует, что Wm сходится в среднем к еди
нице, что противоречит (6). Поэтому последователь
ности Wm с указанными свойствами действительно 

существовать не может. 

3. Наоборот, любой элемент v(y) Е С0 (Х), 
о 

равный нулю в точке х, принадлежит W~(X - х). 
Окружим х малой шаровой окрестностью lx - YI ~ r 
радиуса r, и воспользуемся теоремой о суще

ствовании пробной функции [5], т. е. функции 
ер(у, r) Е С00 (Х), которая 

1) равна тождественно нулю в круге lx-yl ~ r /2; 
2) равна единице вне lx - YI ~ r; 
3) заключена на интервале О ~ ер ~ 1 ; 
4) IV' у ер(у, r)I ~ C/r, где С - константа, не 

зависящая от r. 
Образуем при ее помощи последовательность 

{ v(y)ep(y, r)} Е С0 (Х - х) и заметим, что 

llv-vep(r)ll 2 = J dylV'yv(y)(I-ep(y,r))l 2 ~ 
lx-y l ~r 
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~2 J dylV'yv(y)l2+2 J dylV'y ep(y,r)l2lv(y)l2~ 
lx-y l ~r l x-y l ~r 

~ 2S(п) (rп sup IV'v(y)l 2) + 
l x -y l ~r 

+ С2 (rп- 2 
sup lv(y)l

2
) ' 

l x -y l ~ r 

где S(п) - площадь п-мерной сферы. Из условия 
v(x) =О следует, что 

sup lv(y)I ~ C'r, 
l x -y l ~r 

поэтому 1 lv - vep(r)l 1
2 ~ C"rn и, значит, стремится 

к нулю при r --+О. Тем самым построена последо
вательность элементов С0 (Х - х), сходящаяся по 

норме W2
1 к рассматриваемой функции v, а значит, 

и доказано вложение 

о 

{ v Е С0 (Х): v(x) =О} с W~(X - х). (7) 

Соотношения (3) и (7) позволяют подсчитать 
о 

размерность линейного пространства W~(x). Из со
отношения (3) следует, что существует такой эле
мент w Е С0 (Х), что w(x) = 1 и P(x)w =f О. Тогда 
для любого элемента v Е С0 (Х) можно обра зовать 
функцию 

и(у) := v(y) - v(x)w(y) Е С0 (Х), 

которая равна нулю в точке х. Поэтому в силу 

соотношения (7) верно 

О= Р(х)и = P(x)v - v(x)P(x)w, 

т. е. 

P(x)v = v(x)P(x)w. (8) 

Если обозначить P(x)w =f О как ех , то получа
ется, что все линейное пространство Р(х)С0 (Х) 
в точности совпадает с линейным пространством, 

о 

натянутым на элемент ех Е W~(x). Отсюда ясно, 
что это пространство имеет ра змерность 1 и что 

о 

его замыкание Р(х) W~(x) совпадает с ним. Это 
и завершает доказательство теоремы 1. 

Если о v и звестно лишь, что она непрерывна, 

то к ней сходится некоторая последовательность 

Vn Е С0 (Х), причем всегда можно добиться того, 
чтобы в заданной точке х все функции Vn прини

мали значение v(x), тогда 

llP(x)v - v(x)exll = llP(x)v - P(x)vп ll-+ О, 

и поэтому соотношение (8) остается в силе для 
любой непрерывной функции. 

3 а меч ан и е. Элемент ех весьма похож на 
о 

функцию Грина. Будучи элементом W~(x), он яв
ляется гармонической функцией с особенностью 

в точке х, причем 
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(ех , v) о = (ех , v) = (Р(х)ех , v) = (ех , P(x)v) = 
W~ (X) 

или, если положить р(х) := llexll - ', 
(р(х)ех , v) о = v(x) \:/ v Е С0 (Х). 

W~ (X) 

Функция р(х) 2 ех является гармонической функцией 
о 

с одной особой точкой у= х из С2 (Х - х) n W~(X), 
которую мы будем обозначать как g(x, у). Ее осо
бенность такова, что 

о 

J dy ("V yg(x,y), "Vyv(y)) = v(x) 

х 

\:/ v Е W~(X) П С(Х). 

(9) 
Подчеркнем, что из этого соотношения не следует 

но лишь 

J dy v(y)Лyg(x, у)= О, 
х 

J J 
дg(х,у) 

dy v(y)Лyg(x, у) = dту v(y) дпу . 

Х-~ д~ 

Более того, при п > 1 соотношение Луg(х, у) = 

= д(у - х) невозможно, поскольку тогда g(x, у) бы
ла бы функцией Грина и как функция у принадле-

о 

жала бы W~(X). 
Тем не менее многие свойства функции Грина 

остаются в силе. Например, соотношение (9), при
мененное к v(y) = g(z, у), дает 

g(x, z) = J dy ("V yg(x, у), "V yg(z, у)), 
х 

откуда видно, что g(x, у) - симметричная функция. 
Поэтому g(x, у) и как функция х тоже гармо
ническая при х f= у. Фактически же установлено 

существование некоторого аналога функции Грина 

относительно скалярного произведения в W2
1 : для 

произвольной области Х с IRn существует симмет
ри ч ная по х и у функция g(x, у), удовлетворяющая 

функция g(O, у) должна быть симметри чна от
носительно группы поворотов осей. Поэтому она 

должна зависеть только от IYI, и из обыкновенного 
дифференциального уравнения дg =О моментально 
получается 

о 

которая не принадлежит W~(IR2 ) против нашего 
утверждения. На самом деле преобразование из 

этой группы должно переводить g(O, у) в некото-
о 

рый элемент W~(O), и она может зависеть от углов. 
Точно так же аналитическая функция f (z) = z - ' 
является симметричной, а ее действительная часть 

таковой не является. 

Используя неравенство 

lv(x) - w(x)l llexll = llP(x)(v- w)ll ::::; llv- wll, 
можно доказать следующее утверждение: 

Те о ре м а 2. Если элементы v и w простран-
о 

ства W~(X) близки к друг другу по норме W2
1 

llv-wll::::; с 
и непрерывны в Х, то они близки и поточечно: 

lv(x) - w(x)I::::; р(х) с V х Е Х, 

где 

р(х) = llexll - ' · 
В частности, если имеется численный алгоритм 

о 

построения последовательности v(x, h) Е W~(X) n 
n С(Х), сходящийся по норме W2

1 к классическому 
решению v(x) Е С2 (Х) с порядком k, т. е. 

llv(h) - vll ::::; Chk, 

где С - некоторая константа, а h - пара

метр, характеризующий выбранное приближение 

(например, длина грани в триангуляции области 
для метода конечных элементов), то для любого 
компакта К, отделенного от границы Х, суще

ствует такая константа С'(К), что 

lv(x, h) - v(x)I ::::; C'(K)hk. 
условиям 

{ Луg(х,у) = ~ у Е Х - х, 

g(x,y)l yEдX - О, 

Отсюда ясно, что метод конечных элементов 
порядка один и выше, как и любой другой проекци

(10) онный метод, использующий непрерывные функции, 
сходится равномерно на любом компакте. Этот факт 

о 

и для любой функции v Е С(Х) n W~(X) верно 

v(x) = J dy ("V yg(x,y), "Vyv(y)). (11) 

х 

Тем самым установлено существование неко

торой функции g, удовлетворяющей условиям 

(10)-(11), которое вовсе не очевидно даже в JR2 . 

Ка залось бы, если х =О - начало координат, то 

хорошо и звестен в рамках численного эксперимента, 

но его обоснование доставляет множество хлопот. 

К примеру, в [7] его дока зывают только для линей
ных конечных элементов при k = 1 . 
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