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Рассматривается новый численный метод решения задачи Коши для уравнения 

Шрёдингера с периодическим асимметричrным потенциалом, на который наложено 

постоянное внешнее электрическое поле. Решение задачи Коши используется для 
вычисления зависимости среднего значения импульса электрона в зависимости от 

времени, начальных условий и величины внешнего поля. При заданном начальном 

состоянии среднее значение импульса ха1~актеризует средний ток и проводимость 
асимметричной периодической структуры, называемой ратчет-потенциалом. 

Введение 

Область исследования движения частиц 

в пространственно-периодических асимметричных 

системах (так называемых ратчетах) привлекла 
внимание исследователей более десяти лет назад 

в связи с интересными свойствами подобных систем. 
Изначально механизм ратчет-систем был применен 

для объяснения процесса переноса некоторых 

веществ в живых клетках (теория «молекулярных 
моторов»), впоследствии было предложено несколь
ко вариантов технологического применения этого 

механизма [ 1]. 
Теоретическое исследование вопроса осложня

лось отсутствием достаточно надежного численно

го алгоритма для решения задачи даже в случае 

достаточно простых моделей. В настоящей работе 

для исследования квантовой ратчет-системы будет 

применен численный метод Монте-Карло [2-4], ко
торый позволяет не только отказаться от построения 

сеток, но к тому же допускает простую оценку 

погрешности численного эксперимента. Задача, по

ставленная в настоящей работе, состоит в изучении 

движения электрона в потенциале вида 

V( ) = Е 11 ~ siп(kx) 
Х е Х + VO ~ k , (1) 

k= l 

где линейная часть отвечает за воздействие внеш

него электрического поля, а суперпозиция гармоник 

создает асимметричный периодический ратчет-по

тенциал. Фурье-образ этого потенциала представля

ет собой суперпозицию 2К функций Дирака в точ

ках { ±k }1, поэтому метод Монте-Карло можно све
сти к моделированию однородного пуассоновского 

процесса, который совершает случайное блуждание 

с шагами из множества { ±k }1. Линейная часть по
тенциала учитывается за счет использования пред

ставления взаимодействия. 

Уравнение Шрёдингера в представлении 

взаимодействия 

Перейдем к рассмотрению задачи Коши для урав
нения Шрёдингера с потенциалом v(y) вида (1): 

in аФ = (-!!___~ -fUJ (т)x + v (!/_)) Ф, 
ат 2т 8у2 а 

(2) 

к siп(k 2?) 
Ф(у, О)= Фо(у), v(y) = Vo L k , 

k= l 

где L = 27Га, а сила fUJ (т) = еЕU! (т) равна произве
дению заряда электрона на напряженность электри

ческого поля, состоящего из постоянного внешнего 

поля и случайной составляющей, которая соответ

ствует взаимодействию электронов проводимости со 

средой (w - случайный параметр). 
Введем новые безразмерные переменные t = 

= _д_т х = !L и проведем следующие замены: 
та2 ' а 

т-+t, у-+х, 

та2 

Ф(у, т)--+ 1/J (x, t), v(y)--+ V(x) = 7 v(ax), 

fUJ (т)--+ FUJ (t) = ~~
3 

fUJ ( т:
2 

т) . 
В результате уравнение (2) приобретает следующий 
вид: 

.81/J(x,t) (~ ) 
1 дt = Но+ V(x) 1/J(x, t), (3) 

~ 1 а2 

1/J(x, О)= 1/Jo(x) = Ф0 (ах), Н0 = - 2 ах2 - FUJ (t)x. 

Функция V(x) может быть представлена в виде 
Фурье-образа комплексной меры Радона, имеющей 

конечную вариацию [2]: 

V(x) =и J µ(dq) e - iqx+io:(q) = 

IR?. 
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к 

=VoL 
2
1
kf dqe- iqx (ei~б(q-k)+e-i~б(q+k)), 

k= l IR?. 

где и = V0 2=:=, k. Перейдем в импульсное 
представление, используя преобразование Фурье 

Fx-+pcp(x) = ср(р) = vk J e- ipxcp(x) dx. Обозначим 

через Ио, 1 унитарный коцикл Ио,~ = (/i f~Ho(s) ds, 

записанный в виде хронологической экспоненты, 

так что {hИо, 1 = iИo,/io(t). Он обладает следующими 
коммутационными свойствами: 

1 

Р1 = Ио,1Р ИО,1 = Р + Pw(t), Pw(t) = J Fw(s) ds, 

о 

1 

Х1 = Ио,1Х Иа~ 1 = Х + р t + Xw(t), Xw(t) = J Pw(s) ds. 

о 

Используя формулу Бейкера-Хаусдорф':: полу

чим следующее выражение для оператора V1 в им

пульсном представлении: 

V1 = Ио, 1 V(x) ИО, 1 =и J µ(dq)e - iqxr+io:(q) = 

IR?. 

=и J µ(dq)ei( - (l /2)q21- qXw(l)+o:(q) - qp1) еq(д/др). 

IR?. 

Отметим, что если 1/J(x, t) - решение уравне
ния (3), то уравнение Шрёдингера для функции 
ср(р, t) = e- xl Fx-+pИo, 1 1/J(x, t) можно записать в виде 
математического ожидания от суперпозиции экспо

нент стохастического действия S: 

дср(р, t) = (~v. - )-( t) = 
дt i 1 и ер р, 

=и J µ(dq) ( eiS(p,q,l)cp(p + q, t) - ср(р, t)) , (4) 

IR?. 

1 2 7Г 
S(p, q, t) = - 2q t - qXw(t) + a(q) - "2 - qpt, (5) 

ср(р, О) = 1/Jo(P). 

Это уравнение в силу принципа Дюамеля эквива

лентно интегральному уравнению 

1 

ср(р, t) = e- xl1/Jo(P) +и J dте- (l-т)х х 
о 

х J µ(dq)cp(p + q, т)eiS(p,q,т), 
IR?. 

решение которого может быть записано в виде 

абсолютно сходящегося ряда 
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Численная реализация метода Монте-Карло 

Для реализации численного метода Монте-Кар

ло нам понадобится рассмотреть марковский скач

кообразный процесс, который начинается в точке 

p(t) =О в момент времени t = т и двигается в об
ратном по времени направлении вплоть до момен

та т = О (рис. 1 ). Пусть Рп = р(tп) = 2=/=о qi -
текущее значение импульса траектории, которая 

совершила п скачков, qi - величина j-го скачка, 

tn = t - 2=/=о тi - момент п-го скачка, тi - случай
ное время ожидания j-го скачка, 

к 

и= Vo Lk- ' 
k= l 

для любого j. Рассматриваемый скачкообразный 

процесс является однородным как в пространстве 

импульсов, так и по переменной времени. Можно 

показать, что сумма ряда (6) может быть эквива
лентным образом представлена как математическое 

ожидание функционала, заданного на траекториях 

однородного пуассоновского процесса [2-5]: 

где N = N(t) - случайное число скачков вдоль 
траектории р(т). Изменение импульса Лр1 , обуслов-

р, отн . ед. 

2 

01-'-'~~---~"'-ЧI-'-'~~~+-'-"'-'-' ............... ~ 
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 

-1 
, , отн. ед . 

-2 

-3 

Рис. 1. Пример марковского скачкообразного про
цесса 
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ленное квантовым взаимодействием с ратчет-потен

циалом, можно представить в виде 

Лрt = e2x t J (j)*(p , t)p(j) (p , t) dp. 

ffi?. 

Для упрощения алгоритми зации метода Мон

те-Карло решение задач и Коши для уравнения (4) 
удобно представить в виде 

Из принципа двойной рандоми зации вытекает еле-

Re Лр, отн . ед. 

0.01 

0.0075 

0.005 

0.0025 

о *********************** 

-0.0025 

-750 -500 -250 

дующее выражение для Лр1 : 

Лрt = e2xt M1 ei(A1 - A2 ) R(B, - В2, С,' С2), 

R(B, С 1 , С2 ) = J р e- iBP(j)0(p + C2)(j)0(p +С,) dp, 

ffi?. 

где случайные величины (функционалы случайных 

траекторий) А,, В,, С, и А2, 82, С2 соответствуют 
двум не зависимым траекториям описанного выше 

скач кообра зного марковского процесса. 

В случае гауссова начального условия 

- 1 { (р - Ро) 2 
. } rpo(p) = -

4
-- ехр -

4 
- ixop 

\У2М (J 

функция R(B, С,, С2) вычисляется явно: 

1 . R(B, с,, С2) = - 2еФ(В,С ~ ,с2 ) (С1 + С2 - 2ро + 2180"), 

о 250 

--+-- Re Лр 

500 750 1000 
F, отн. ед. 

Рис. 2. Характерный вид зависимости др(F) при хо =О 

Re Лр, отн . ед. 

-400 -200 о 200 400 
F, отн. ед. 

Рис. 3. Зависимость Re др(F) для ра зличных значений CJ при хо =О 
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где 

Ф(В, С,, С2) = -
8
1
0" ( 4В2 О"2 + 4iBO" (С1 + С2 - 2ро) + 

+ (С1 - С2) (С1 - С2 + 8ixoO")). 

Можно показать, что математическое ожидание 

для Лр1 сходится со скоростью, пропорциональной 

ext /VN, а для вычислительных целей в качестве 
грубой оценки погрешности можно использовать 

мнимую часть выборочного среднего значения им

пульса, которая в пределе при N --+ оо стремится 
к нулю. 

Результаты численного эксперимента 

В качестве модели ратчет-потенциала в чис 

ленном эксперименте использовалась функция 

V(x) = Vo 2=~= l siпkkx) . Для оценок средних значений 
импульса электронов, взаимодействующих с рат-

Re Лр, отн. ед. 

-400 -200 

чет-потенциалом, использовалось до N = 109 пар 
случайных траекторий. Во всех численных экспери

ментах величина Fw(t) принималась за константу F. 
Основные свойства решения задачи Коши для 

уравнения Шрёдингера, которые можно наблюдать, 

изучая численные аппроксимации решения, пред

ставлены в графической форме. Во-первых, стоит 

отметить, что зависимость величины среднего им

пульса Лр1 (или - с точностью до множителя -
величины среднего тока Л/1 ) от внешнего поля 

является немонотонной и представляет собой набор 

максимумов, амплитуда которых убывает с ростом 

внешнего поля. На рис. 2-7 четко просматривается 
асимметрия указанной зависимости от направле

ния внешнего поля и отличие от нуля величины 

среднего импульса при отсутствии поля. Помимо 

этого, на графике 2 изображена мнимая часть 

величины импульса Im Лр, дающая представле-

-- t = 0.05 

-- t = 0.10 

--- t = 0.15 

t = 0.20 

о 200 400 
F, отн . ед . 

Рис. 4. Зависимость Re др(F) для различных значен ий t при хо= О 

Re Лр, отн . ед. 
О . О 3 ,.....,.--,.-,......,.-т--,---т--т--т--о--т-...,-г-т---т-г--r-т-т-r-т--,---т--т-...,......,--,-...,-г-т---т-г--r--,--, 

-- t = 0.05 

0.02 - t = 0.10 

--- t=0.15 

0.01 -- t = 0.20 

t = 0.25 

о 

-0.01 

-300 -200 -100 о 100 200 300 
F, отн. ед. 

Рис. 5. Зависимость Re др(F) для различных значен ий t при хо= 1 
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t, отн . ед . 

t::i: 
о 

<!) 

i 
""' о 

-0.05 
~ 

- 0.10 ~ 

F, отн . ед. 

Рис. 6. Зависимость Не др(F, t) при хо= О 

Re Лр, отн. ед . 

О . Об 

0.04 

0.02 

-400 -300 о 200 

• Va = 0.5 
- Va = 1.0 

400 
F, отн . ед . 

Рис. 7. Зависимость Re др(F) для различных значений Vo при хо= О 

ние о величине погрешности численного экспери

мента. 

На рис. 3 изображена зависимость среднего им
пульса от величины приложенного внешнего поля 

при различных значениях ширины волнового паке

та ст. Этот график иллюстрирует эффект увеличе

ния вклада ратчет-потенциала в величину среднего 

тока при сужении пакета в координатном представ

лении. 

Графики на рис. 4-6 дают представление о ха
рактере зависимости среднего тока от времени и ве

личины внешнего поля при различных начальных 

положениях волнового пакета хо. Видно, что макси

мум тока растет с увеличением времени и достига

ется при меньших значениях внешнего поля. 

На рис. 7 приведена зависимость Re Лр(F) для 
различных значений амплитуды ратчет-протенциа

ла, которая иллюстрирует, что с возрастанием ам

плитуды V0 наблюдается монотонный рост тока. 

Заключение 

В итоге отметим, что в настоящей работе мы рас

сматриваем лишь математические аспекты метода 

решения задачи Коши для уравнения Шрёдингера 

с периодическим асимметричным потенциалом. Во

просы о согласованности теории «броуновских мо

торов» со вторым началом термодинамики выходят 

за рамки нашей работы. В частности, мы не обсуж

даем оценок затрат энергии и изменений энтропии, 

необходимых для приготовления начального гаусса-
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ва состояния Ро = 1 7/'о) (7/iol с нулевым импульсом 
и большой дисперсией в координатном представле

нии, для которого численный эксперимент указыва

ет на возникновение тока Л/1 . Вполне возможно, 

что взаимодействие электронов проводимости с бро

уновским окружением может оказаться механизмом, 

приготовляющим состояния, близкие к р0 . 
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