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УДК 517.958:531.32 

ПЕРВАЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
СТРАТИФИКАЦИИ ОБЪЕМНОГО ЗАРЯДА В ПОЛУПРОВОДНИКЕ 

А. Б. Альшин, П. А. Чубенко 

(кафедра математики) 

Рассмотрены внутренняя и внешняя начально-краевые задачи для уравнения 

~(Ли - и) - и = О в трехмерном случае. Задачи поставлены с rраниЧJным условием 
Дирихле на поверхности из класса Ляпунова. С помощью метода динамических 
потенциалов доказаны теоремы существования и единственности решения. 

Введение 

Математические модели различных переходных 
процессов в изотропных полупроводниках приводят 

к однотипным задачам для интегродифференциаль

ных и диффе:ренциальных уравнений, родственных 

эллиптическим [!] .В настоящей работе рассмотре
ны задачи для одного из таких уравнений, которое 

представляет собой результат модели, предложен

ной для теоретического описания явления, наблю

дающегося при исследовании переходных процес

сов в некоторых кристаллических полупроводниках 

[2, 3] . Наблюдаемый эффект заключался в том, что 
в первоначально однородном полупроводнике, облу

ченном лазером, после помещения его в постоян

ное электрическое поле конденсатора наблюдалось 
образование слоев объемного заряда чередующихся 

знаков. Причем со временем толщина слоев умень

шалась, а их количество и абсолютная величина 
плотности заряда в каждом слое увеличивались. 

Это явление было названо эффектом стратификации 
объемного заряда в полупроводнике. 

Исходная система уравнений, описывающая пе

реходные процессы в полуnроводнике, имеет вид [4] 

47Г 
Лзср = --р, ра = р - е(по - п), 

Е 

др(J по - п 
-- =е--
дt т ' 

где р - плотность объемного заряда в кристалле; 
ра - плотность объемного заряда, связанного на 

примесных центрах полупроводника; п0 - равно

весная концентрация электронов; п - концентрация 

свободных электронов, связанная с потенциалом 

ср(х, t ) электрического поля законом Больцмана; 
т - характерное время жизни свободных электро
нов; Е - диэлектрическая проницаемость полупро

водника; Те - температура свободных электронов. 
Выписанная система уравнений при началь

ном условии ра(х, О) = О в классе функций 

ср(х, t ) Е С([О, +оо) ; с<2) (r2)) , где n - ограниченная 
область с кусочно-гладкой границей, редуцируется 

к одному интегродифференциальному нелинейному 

уравнению [5] 

4пеп0 ( 1 Jt ) Лзср(х, t)+- E- f (cp)(x, t ) + -:;. 
0 

f(cp )(x,s)ds = О, 

в котором f(t.p) = 1 - exp(ecp/kTe). 
в случае если на границе области n задано рас

пределение потенциала электрического поля а(х, t), 
приходим к следующему граничному условию: 

"Pxean = а(х, t ), х Е дn, t;;::: О, 

где а(х, t ) Е С(дn х [О, +оо)) - заданная функ
ция. При дополнительном условии lea(x, t)l/kTe < 1 
интегродифференциальное уравнение может быть 

линеаризовано . Если, кроме того, пр€дположить, 
что ср(х, t) Е с< 1 > ( [О , +оо); (с<2> (n)), то в данном рас
ширенном классе гладкости линеаризованное урав

нение эквивалентно уравнению в частных производ

ных третьего порядка составного типа, имеющего 

(после перехода к безразмерным переменным ) вид 

д 
а/Ли - и) - и = О. (!) 

В силу физической модели начальные условия при 
этом должны удовлетворять задаче 

{Лuо - uo = О, х Е n, 
Ио= а(х, О) , х Е дn, 

(2) 

где n область безразмерных переменных, соот
ветствующая области n. 

l. Существование решения 

1.1. Случай нулевых начальных данных 

Первая внутренняя начально-краевая задача для 

уравнения стратификации в области D с W, огра
ниченной поверхностью Ляпунова S с нулевыми 

начальными условиями, имеет вид 

{
а 
- . (Ли - и) - и = О 
дt , 
u(P, t) =_g(P, t ), 
u(M,0) -0, 

М ED, tE (О, Т], 

Р Е 5, t Е [О, Т], 

MED. 

(3) 
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Функцию g(P, t) будем считать непрерывной 
по Р, непрерывно дифференцируемой по t 
и непрерывно примыкающей к нулевым началь

ным условиям, а и(М, t) - принадлежащей клас

су C(l) ([O, T ];C(2) (D)) и непрерывно примыкающей 
к начальным и граничным условиям. 

Задачи, родственные (3), подробно рассмотрены 
в [6] (например, для случая ионно-звуковых волн 
в незамагниченной плазме). 

Решение задачи (3) ищется в виде динамического 
потенциала двойного слоя [7, 8): 

f 
д e-RмQ 

и(М,t)= µ(Q,t)-
8 

-R-dcrQ + 
nQ MQ 

s 
t 

+ f f µ(Q, t - т) д~Q Н(RмQ.Т) dcrQ dт, (4) 

os 
где ~ - производная по внутренней нормали к по

ипQ 

верхности, а функция Н задается в виде обратного 

преобразования Лапласа по формуле 

1 o-+fioo (e-JP{!Rмo e-RмQ ) 
Н(RмQ. т)=27Гi . RмQ - RмQ eP,,. dp. 

и-100 

(5) 
Имеют место следующие 3 леммы. 

Лемм а l . Для функции H(r, t) справедливо 

представление 

оо ( 1 )п п- 1 
H(r , t) = e- r 2::: -

1
r [x(t)* ] nд(t), (6) 

п. 
n= I 

где x(t) Е c(J>([O, Т]). 

Лемма 2 . Если µ(P,t) Е c (l>([O,T); C(S)) , 
то динамический потенциал, задаваемый форму

лой (4), удовлетворяет уравнению (1) в (JR3 \S) х 
х (О,оо). 

Л емм а 3 . Скачок на границе S потенциа

ла (4) совпадает со скачком потенциала двойного 
слоя для уравнения Кирхгофа [9] : 

lim и(М, t) = и(Р, t) + 27Гµ(Р, t), М Е D, (7) 
M~PES 

lim и(М, t) = и(Р, t) - 21Гµ(Р, t), М Е W\D. 
M~PES 

(8) 

Для доказательства леммы 1 достаточно вос-
1юJ1ьзо1ш1ъсн разJюжением 1:3 рнд TeйJJopa функ-

ции ехр ( - ( /"if-- 1) r) по r и учесть свойства 
преобразования Лапласа. Доказательство лемм 2 
и 3 непосредственно вытекает из свойств функции 
H(RмQ . т), следующих из представления (6). Таким 
образом, исходная задача сводится к следующему 

интегральному уравнению для µ(Р, t), где РЕ 5: 
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f 
д e-HNJ 

21Гµ(Р, t) + µ(Q, t)-д -R-dcrQ + 
nQ PQ 

s 
1 

+ f f µ(Q, t - т) д~Q H(Rpq, т) dcrq dт = g(P, t). (9) 

os 
Уравнение (9) допускает запись в операторной фор-
ме: 

t 

B [µ)(t) + f A[µHt,т)dт = g(t) . (10) 

о 

Функции µ(Р, t) и g(P, t ) рассматриваются при 
каждом t как элементы пространства CC(S) , а опе
раторы А и В задаются по формулам 

f 
д e-RpQ 

В[µ) = 27Гµ(Р, t) + µ(Q, t)-
8 

-R dcrQ. 
nQ PQ 

s 

А[µ] = J µ(Q, t - т) д~Q H(RpQ, т) dcrQ. 

s 
Доказательство существования решения уравне

ния ( 1 О) проводится с помощью метода последо
вательных приближений [1 0). Легко заметить, что 
оператор В совпадает с оператором интегрально
го уравнения, соответствующего внутренней задаче 
Дирихле для уравнения Кирхгофа [9), 

f 
8 e-RpQ 

21Гv(Р) + v(Q)-
8 

-R dcrQ = f(P). 
nц PQ 

s 
Согласно теории потенциала для эллиптических 
уравенений [9], последнее имеет единственное ре
шение 11(?) при любой непрерывной f(P) (вы
полняется первая часть альтернативы Фредголь
ма [ 1 О]) , причем v(P) Е <C(S). Следовательно, опера
тор В: C(S) --+ C(S) имеет ограниченный обратный 
по теореме Банаха об обратном операторе [ 11] . 
Перепишем уравнение (10) в виде 

t 

µ = в- 1 
[ - f Aµdт +g]. 

о 

00 

Пусть µ = µо + L, (µп - µп- 1) , где µо = в-1 g, 
n= I 

l'n ~ в- • ( - [Аµ._ , dт + g) . Легко показать, <ro 

имеет место оценка, аналогичная соответствующей 

оцен1<е в теории уравнения Волыерра 2- го рода [10): 

11в- 111п+ I Кп(Зп п 
ll /Ln - /l·n-1 lk:(S) ~ 1 l , 

п. 

где К = max 11 д~ Hllc(SxS) ·S , /3 = max llgll, а S -
tEIO.T I Q IEIO.TI 

площадь поверхности S. Эта оценка доказывает 
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равномерную сходимость ряда для µ, а следова

тельно, существование и единственность решения 

интегрального уравнения (10). При этом оно будет 
принадлежать нужному классу гладкости (см. лем

му 2). Непрерывная дифференцируемость функции 
µ(Р, t) по временной переменной становится очевид
ной, если взять производные по t от обеих частей 
рекуррентного соотношения 

1 

µn+I - µп = -в- 1 f А[µп - µп- 1 ] dт 
о 

и учесть, что g(P,t) Е С( 1 ) ([0, T]; C(S)). Результа
том изложенного является 

Теорем а 1. Если функция g(P, t) непрерыв
на по Р, непрерывно дифференцируема по t 
и g(P,O) = О, то существует классическое ре
шение задачи (3) в области D, ограниченн.ой 
поверхностью Ляпунова S. 

Внешняя задача Дирихле с нулевыми началь
ными данными ставится так же, как и внутреняя, 

с заменой D--+ IR3 \D. Единственное отличие - тре
бование регулярности решения на бесконечности, 
которое в данном случае может быть поставлено 

в наиболее слабой форме - в виде условия огра
ниченности: 3Ro и К: 'VM , Rмо > Ro , 'Vt Е (О, Т]: 

lи(M,t) I ~К. 

Доказательство существования решения внешней 
задачи практически дословно повторяет рассужде

ния, проведенные для внутренней задачи, лишь 

вместо формулы (7) нужно воспользоваться форму
лой (8), что приведет к появлению знака «-» перед 
21Гµ(Р, t) в уравнении (9). Выполнение требования 
регулярности решения на бесконечности можно про

верить, опираясь на следующую лемму: 

Лемм а 4 . Для функции H(r, t) справедливо 
представление 

· +Joo iµг 
H (r, t) = _!__ µе e - t/(µ

2+ 1)dµ. 
1Г( (µ2 + 1 )2 

(11) 

- 00 

Доказательство. В соответствии с леммой 

Жордана 

+оо . [ . PJ] µeiµr . µeiµr . Р + 1 

f + 1 dµ=27ГtRes + l 'i -- = 
µ2 + е:!:..!. µ2 + е_ р 

-оо р р 

+оо . . 

J µetµr . [ µetµr ·] . -г 
µ2 + 1 dµ = 2т Res µ2 + 1, i = 1Гtе , 

-оо 

17+ioo ( ~ ) 1 f e - v (p+l)/pr е-г pl -
- -- edp -
21Гi r r 

17- ioo 

1 1 µечи µeiµr t 17+ioo +оо ( . . ) 

= - - --- dµePdp = 21Гi f f 1Гi µ2 + е±..!_ µ2 + 1 
17- 100 - 00 р 

+оо . 
i f µeiµr 

= 1Г( (µ2 + 1)2 ( 

17+ioo ) 1 1 pl 27Гi J P+le dp dµ. 
17- ioo µ2+ 1 -оо 

Вычисление внутреннего интеграла (преобразова
ние Меллина) дает утверждение леммы. 

Интеграл (11) удовлетворяет лемме Жордана 
в верхней полуплоскости. При замене контура ин

тегрирования на {µ : µ = i + cei'P , rp Е [О, 27Г]} 
несложно прийти к оценке 

e-r( l - e) 
IH(r,t) l ~ C1(c;) eC2(e)t , (12) 

r 

которая обеспечивает регулярность решения и(М, t) 
на бесконечности (эта же оценка будет иметь место 
и для производных функции Н по пространствен
ным аргументам) . Таким образом, имеет место 

Теорем а 2. Если функция g(P, t) непрерыв
на по Р, непрерывно дифференцируема по t 
и g(P, О)= О, то существует классическое ре
гулярное на бесконечности решение задачи (3) 
в области JR.3 \D, где D ограничена поверхностью 
Ляпунова S. 

1.2. Случай ненулевых начальных данных 

В п. 1.1 было отмечено, что в начальный момент 
времени функция и должна удовлетворять зада
че (2), поэтому естественным образом возникает 
вопрос о существовании решения при ненулевых 

начальных условиях. Исходная система (для внут
ренней задач:и) выглядит следующим образом : 

{
д 
-(Ли -и) -и= О 
дt , 
и(Р,t) =g(P,t), 

и(М, О) = ио(М), 

М Е D, t Е (О, Т], 

PES, tЕ [О,Т] , 

ME D. 

( 13) 

Функция g(P, t) по-прежнему считается непрерыв
ной по Р , непрерывно дифференцируемой по t 
и непрерывно примыкающей к начальным условиям, 

ио(М) Е С(2) (D). Пусть и = й +Ио . Тогда для й 
получаем задачу 

{ 
:r (Лй - й) - й = ио(М), 
~(Р, t~ = g(P, t) - и0(Р), 
иl1-о - О. 

Решение неоднородного уравнения lt (Лй - й) -
- й = ио(М) может быть получено с помощью 
объемного потенциала - свертки фундаментального 
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решения v(r, t) уравнения (1 ) и правой части 
функции и0 . Обозначим этот потенциал как и 1 : 

1 

и1 (М,t) = J J иo(Q)v(RмQ,т) dvQ dт. (14) 

OD 

Лемм а 5 . Для фундаментального решения 
уравнения ( 1) справедливы следующие представ-
ления: 

1 
v(r, t) = - -

4 
+ Ф(r, t), 

7Г( 
( 15) 

где ( ) - 1 ~ (- l )"г"-1 [ Фr,t - - -46 1 / 
7Г п. 

n= I 
а функция ф(t) Е С( [О , Т]); 

+оо . 

v(r, t) = _.!_ ..!!!__e- t/(µ2+1) dµ . 1 · f tµr 

471'r 71' µ2 + 1 
(16) 

- 00 

Сформулированная лемма является аналогом 

лемм 1 и 4 и доказывается исходя из интегрального 
вида фундаментального решения, полученного при 

помощи методов, развитых для уравнений данного 
типа в (1] (в данном случае методика сводится 
к преобразованию Лапласа по t обеих частей урав
нения (1) с 8(М, t) вместо нуля в правой части, по
строению фундаментального решения rюлученного 
уравнения, совпадающего по форме с уравнением 
Кирхгофа, и осуществлению обратного преобразо

вания Лапласа): 

и+iоо 

v(r, t) = _ _ 1 _ _ 1__ f ~ept- y'(p+ l )/pr dp. 
471'r 27Гt р 

( 17) 

u - ioo 

В частности, вывод формулы (16) опирается на 
представление 

+оо . 

f 
eiµrµ 
--~dµ
µ2 + p+I -

- 00 р 

- 2 . R [ еiµг µ ·/Pfi+ 1] - . - у'(р+l)/рг - 1Гt es + 1 , t - 1Гtе , 

µ2+ 7 р 

подставляемое в формулу (1 7). 
Согласно теории обобщенных функций, для квад

ратично интегрируемых ио построенный потенциал 
удовлетворяет неоднородному уравнению в обоб

щенном смысле. Для непрерывно дифференцируе
мых правых частей потенциал (1 4) является клас
сическим решением неоднородного уравнения . По
следнее имеет место в силу того, что у потенциала 

существуют первая по временной и вторые по про

странственным переменным производные. В суще
ствовании названных производных легко убедиться, 
воспользовавшись представлением ( 15) из леммы 5. 
Отметим также, что построенный потенциал в этом 
случае на границе области D принадлежит классу 
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<C(l)([O,T];<C(S)). Пусть теперь й. = щ + и2 . Тогда 
и2 должна удовлетворять задаче 

{ 
li (Лщ - и2) - щ = О, 
и2(Р , t~ = g(P, t) - и0(Р) - и1 (Р, t), 

и2lt=O - О. 

Существование решения этой задач и следует из 
теоремы 1. 

При рассмотрении внешней задач и следует нало

жить условие на ио(М), так как решение должно 
быть регулярным на бесконечности. Это условие 
можно задать, например, в следующем виде: 3Ro 
и и > О: \i М , Rмо > Ro : 

lиo(M) I ~ е-хRмо . (18) 

Такое требование выглядит слишком сильным, одна
ко для функций, являющихся решением задачи (2), 
оно всегда выполняется, а выполнение условия 

регулярности становится после получения оценки, 

аналогичной (12) (вывод опирается на представле
ние ( 16) из леммы 5), очевидным . Итак, доказана 

Теорем а 3. Если и0(М) непрерывно диффе
ренцируема, а g(P, t) непрерывна по Р, непрерыв
но дифференцируема по t и g(P, О) = ио(Р), то 
существуют классические решения внутренней 

и внешней (при выполнении условия ( 18)) задач 
Дирихле для уравнения стратификации. 

2. Единственность реwения 

В предыдущем пункте было показано, что клас
сические решения внутренней и внешней началь

но-краевых задач Дирихле для уравнения страти

фикации существуют и представимы в виде суммы 
динамических потенциала двойного слоя и объем

ного потенциала. Докажем, что эти решения един
ственны. 

Те о рем а 4 . Внутренняя и внешняя задачи 
Дирихле для уравнения стратификации имеют не 

более одного классического решения. 

Доказательство . Рассмотрим задачу (13), 
где под D будем теперь подразумевать как внутрен
нюю, так и внешнюю область. Пусть и< 1 ) и и<2) яв
ляются решениями данной задачи и w = и(2) - и(I) . 
Тогда w удовлетворяет следующей задаче: 

{ 
li (Лw -w) - w = О, 
w(P, t) =О, 
w(M,0)=0, 

которая при w Е C(I) ( [О , Т] ; С(2) (D)) допускает за
пись в эквивалентном виде 
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Формально решение последней задачи выписывает

ся с помощью функции Грина G(M, Q) (функции 
влияния точечного источника) задачи Дирихле для 
уравнения Кирхгофа с однородными граничными 

условиями 

1 

w(M, t) = f G(M, Q) f w(Q, т) dт dvQ, 

D О 

из которого следует оценка (в силу положительно
сти G) 

1 

lw(M,t)I::::; maxJG(M, Q)dvQ J max lw(Q,т)ldт. 
MED QED 

D О 

(19) 
Поскольку w(M, t) непрерывна по всем аргументам 
и регулярна на бесконечности (в случае внешней 
задачи), можно утверждать, что lwl ::::; W < оо . 
Заметим, что функция G(M, Q) интегрируема по Q 
как для внутренней, так и для внешней задачи 
и величина интеграла ограничена при М Е D . Таким 
образом, справедлива оценка 

1 

lwl::::; кf W dт= WKt, К= max f G(M ,Q)dvQ. 
MED 

О D 

Подставляя последний результат в правую часть 

формулы (19), получим lwl::::; wк~12 • Повторяя опе
рацию п раз, получим оценку lwl ::::; wк~г' где 
п произвольно. Такой оценке может удовлетворять 

только w = О , что доказывает единственность реше

ния исходной задачи. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (гранты 05-01-00122, 05-0 1-00144) и прези
дентской программы поддержки молодых кандида
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