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Получено точное решение уравнения Дирака для электрона в постоянном одно

родном магнитном поле с учетом аномал1ъного магнитного момента и нарушения 

лоренц-инвариантности в минимальной СРТ-нечетной форме. На основе найденного 

решения рассчитаны характеристики синх1~отронного излучения и предсказаны воз

можные наблюдаемые эффекты, обусловленные нарушением лоренц-инвариантности. 

Введение 

Согласно современным представлениям, стан
дартная модель элементарных частиц является эф

фективным низкоэнергетическим пределом некото

рой более фундаментальной теории, так или иначе 

объединяющей все известные физические взаимо

действия. Как следствие должны существовать (и, 
несмотря на свою малость, быть в принципе наблю

даемыми) специфические эффекты, несвойственные 
стандартной модели и проявляющие особенности 

более глубокой теории, лежащей в их основе. 

В частности, ожидается нарушение лоренц-инвари

антности (и СРТ-четности) теории для физических 
частиц, обусловленное лежащими вне рамок стан

дартной модели динамическими причинами. Тео

рия, охватывающая стандартную модель и вклю

чающая феноменологическое описание нарушения 

лоренц-инвариантности в ней в достаточно общем 

виде, получила название расширенной стандарт
ной модели [ 1, 2]. 

Среди новых физических явлений, предсказыва

емых в рамках расширенной стандартной модели 

и частично доступных уже сейчас для высокоточных 

наблюдений, можно отметить следующие: 

- «искажение» дисперсионных соотношений ча

стиц, анизотропия вакуума [ 1]; 
- различия в свойствах частиц и античастиц, ча

стиц с различной спиральностью, дополнительные 

аномальные магнитные моменты [З]; 
- новые каналы в реакциях (например, процессы 

вида е- --+ е - + ry, ry-+ е+ + е - )*); 
- специфическая асимметрия угловых распре

делений излучений и продуктов реакций (пример 
такого рода представлен в настоящей работе); 

- эффекты при конечной температуре [5]; раз
личные космологические проявления [6] и др. 

В настоящей работе мы рассмотрим случай ми

нимального не сохраняющего СРТ-четность нару-

•) Подробнее об этих и других эффектах и их эксперимен
тальной проверке см. в литературе, цитир ованной в работе [ 4]. 

6 ВМУ. Физик а . Астро н ом ин. No 1 

шения лоренц-инвариантности в электрон-фотонном 

секторе расширенной стандартной модели, согласу

ющегося с общими принципами квантовой теории 

поля (см. также [4]); он описывается поправоч
ным (к стандартному дираковскому лагранжиану) 

членом вида -1f;ry5ryµbµ 1/J , где Ьµ - не зависящая 
от координат хµ в каждой фиксированной системе 

отсчета 4-векторная величина, интерпретируемая 

как вакуумное среднее некоторого объекта более 

фундаментальной теории. 

Мы рассмотрим синхротронное излучение уль

трарелятивистского электрона, предполагая (так же, 

как это делается в [4]), что IЬ0 1 » IЬI; такое до
пущение не противоречит большинству имеющихся 

на сегодня оценок (см., напр., [2, 7]). Мы бу
дем считать взаимодействие поля 1jJ с конденса

том ьµ единственным присутствующим в теории ти
пом нарушения лоренц-инвариантности, пренебре

гая остальными возможными типами (в частности, 
относящимися к фотонному сектору). 

В отличие от работы схожей тематики [8], в ко
торой за основу берется классический подход, мы 

проведем последовательное квантовое рассмотрение 

явления. Учет нарушения лоренц-инвариантности 

мы выполним точно, избегая (на этапе квантова
ния) теории возмущений и интерпретируя ь0 как 
заданное (в дополнение к магнитному) классическое 
внешнее поле. Отсюда получим систему решений 
уравнений движения дираковского поля, необходи

мую для его квантового описания в картине Фар

ри [9], и на ее основе вычислим спектрально-уг
ловое распределение электромагнитного излучения, 

отметив его свойства, обусловленные нарушением 

лоренц-инвариантности. 

Модель 

На основе лагранжиана расширенной стандарт

ной модели [ 1, 2] для электрона, взаимодействую
щего с электромагнитным полем, строится теория 

.С = 1f; ( iryo: Da - т + ~ µО"о:fЗ F о:fЗ - ry5 ryo: Ьа ) 1jJ . (1) 
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Здесь Farз - тензор электромагнитного поля; µ -
аномальный магнитный момент частицы [ 1 О], кото
рый приближенно будем считать постоянной вели-

2 . 
чиной: µ-:::::.µо~1Г ' где µо= 2~ [11]; O"µv=~[ryµ,ryv], 

11
5 = -iry0ry 1 ry2ry3 . Положим е > О, так что заряд 

электрона qe = -е и ковариантная производная 

Dµ = 8µ - ieAµ. Примем, что в лабораторной систе
ме отсчета Ьµ = {Ь, О}, Ь = coпst; пусть имеется 
также внешнее постоянное однородное магнитное 

поле, ориентированное по оси z: Н = Н е2 , Н >О. 
Следующие из (1) уравнения движения для по

ля 1jJ можно представить в гамильтоновой форме, 

положив 'ljJ (t, r) = e- i EtФ(r): 

НоФ =ЕФ, (2) 

где Но - эрмитов оператор энергии: 

Но= аР + ry0 m - еА0 + µHry0~3 - bry5
, (3) 

Р = р + еА - удлиненный квантовомеханический 

импульс, р = -i\l, а = 11°1, ~i = ~ EijkO"ik. Нам 
необходимо решить задачу на собственные значе

ния (2) и найти систему одночастичных волновых 

функций {Ф}. 

Решение уравнений движения 

Запишем электромагнитный потенциал в акси

ально-симметричной форме: 

Аµ= {О,А}, 
1 

А= 2{-Ну, Нх, О}. 
Очевидно, что [р2 , Но] = О, поэтому далее будем 
рассматривать задачу (2) на подпространстве состо
яний с определенным фиксированным Pz = р: 

( ) _ 1 ipz ( ) Фх,у,z - m=e фх,у, 
у 27Г 

(4) 

так что (2) переходит в уравнение 

Ноф = Еф, (5) 

где в выражении (3) для Но следует положить 
Р = { Р1 , Р2 , р}. Введем далее «угол смешивания» {) 
по формуле 

ь 
{) = arctg µН, (6) 

так что 

µН = р,Н cos {), Ь = р,Н siп {), р,Н = J(µH)2 + ь2. 
Величину µ будем называть эффективным ано

мальным магнитным моментом. Используя угол {), 
перейдем также к эффективным массе и импульсу: 

Отметим, что эффективная масса fh может быть 

меньше нуля (при р < -т ctg {)). Легко убедиться, 

что гамильтониан (3) с помощью унитарного преоб
разования 

1 - ( {) 3) {) 3 . {) 
и - НоИ=Н0 , И=ехр -

2
11 =cos

2
-ry sш2, 

приводится к виду 

- - о о 
Но= аР + ry fh + µHry ~3 , (8) 

где Р = {P1,P2,,i5} (Р1,Р2 - те же, что и в (3)). 
Задача (5), таким образом, формально эквивалентна 
задаче 

НоФ = Еф, (9) 

так как операторы Но и Но имеют одинаковые 
собственные значения, а их собственные векторы 

связаны тривиально: ф = И ф. Гамильтониан (8), 
очевидно, соответствует электрону с аномальным 

магнитным моментом в магнитном поле без нару

шения лоренц-инвариантности *); соответствующая 
задача (9) рассмотрена в [ 12]. 

Приведем здесь только окончательные результа

ты решения задачи (5). Искомые значения энергии 
даются выражением 

где 

п = (V m2 + 2енп, (={±1, 
- sigп fh, 

п >О, 

n=O 
(11) 

представляет собой собственное значение оператора 

поляризационных свойств электрона 

П = cos {) ( mlJ + iry0ry5 [Б х Р]) 
3 
+siп {) (БР), (12) 

диагонализирующегося вместе с Но и определен
ного (при µ i= О) единственным образом; в форму

ле (11) п =О, 1, ... - главное квантовое число**). 
При п =О знак проекции спина ( не может быть 
задан произвольно и не служит для классификации 

состояний; более того, он (при {) i= О) оказывается 
зависящим от р (через fh, согласно (7)). 

Волновые функции, отвечающие спектру (10), 
в полярных координатах (r, ер) имеют вид 

1 2 
р = 2енr , 

где fп ,s(P) - функции Лагерра, выражающиеся 

•) Легко видеть, что при fh <О унитарным преобразованием 
Но= 15F!0 15 можно выполнить (эффективно) в гамильтониане 
замену fh --+ - fh , µ --+ - Jl , после чего к f/0 становятся 
применимы все результаты, полученные в [ 12]. 

••) Легко проверить, что соответствующий интеграл движе 
ния имеет вид п = 2~н ( а1 Р1 + а2 Р2) 2 . 
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через полиномы Лагерра Ц(р): 

fп,s(P) = rs;e-p/2p(n-s)/2L~-s(p), 
у fJ 
1 d5 

Ll(p) = -ePp- l-(e- pps+l). 
S S! dpS ' 

s =О, 1, . .. - радиальное квантовое число; { ck} 
зависящие от состояния постоянные коэффициенты. 

Решения (13) являются собственными векторами 
оператора z-компоненты углового момента дира

ковской частицы 12 = -i fr.p + ~~3 , отвечающего 
имеющейся в задаче аксиальной симметрии 

12 1/J = (t - ~)1/J, l = п - s. 

В стандартном (дираковском) представлении 

rу-матриц коэффициенты { ck}, отвечающие условию 
нормировки f r dr dr.p ф+ ф = 1, можно представить 
в виде 

где 

и 

(
с 1 ) ( А(Ра + E(Qf3) ) 
с2 = _1_ -(В(Ра - Е(Q(З) ' 
с3 2v'2 A(Pf3 - E(Qa) 

с4 (B(Pf3 + E(Qa) 

A=Jl+~, 
B=Jl-fh 

П' 

() . () 
а = COS - - SIП -

2 2' 

P=Jl+~, 
Q = J1 - ~ 

() () 
f3=cos 2 +siп 2 . 

(14) 

Выражение (14) пригодно для всех п и fh. Отметим, 
что квантовое число s не входит в выражения (10), 
(11) для энергии и величины П, а также в (14). 

Итак, система собственных векторов гамильтони

ана Но найдена, полный набор квантовых чисел для 

нее: {n,s,p,(,E}; вид волновых функций и энерге
тического спектра по структуре в целом аналогичен 

таковым для задачи без нарушения лоренц-инвари

антности, рассмотренной в [ 12], при этом параметры 
fh, р, р, являются эффективными величинами, а ко

эффициенты (14) зависят от угла (); из формы вы
ражения для энергии (1 О) очевидна положительная 
определенность ее квадрата. 

Синхротронное излучение 

Воспользуемся полученными в предыдущей ча

сти работы результатами для расчета характери

стик излучения электрона, находящегося в маг

нитном поле. Мы рассмотрим физически наибо

лее интересный случай ультрарелятивистской ча

стицы ( т/ Е = .Л « 1) в слабом магнитном поле 
(Н «Нс= т2/е с::: 4.41·10 13 Гс) при начальном 
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импульсе р =О, что соответствует квазиклассиче

ским состояниям с п » 1; мы также пренебрежем 
при расчете эффектов величиной р, (ограничимся 

нулевым приближением по р,Н / Е) *). 
Очевидно, что выбранное нами приближение 

р, --+ О соответствует случаю простейшего гамиль-
тони а на 

Но= a.P+ry0m 

со спектром 

Е = Jm2 +2еНп +р2, (15) 

получающегося из (3) при µ --+О, Ь--+ О и допуска
ющего неоднозначность в выборе коммутирующего 

с ним оператора поляризационных свойств; в на

шем случае, однако, задействован оператор (12), 
отвечающий смешанной («поперечно-продольной») 
поляризации частицы (подробнее о спиновых опера
торах см. [13, 14]). Таким образом, задача сводится 
к излучению «минимального» (без учета аномаль
ного магнитного момента и нарушения лоренц-ин

вариантности) электрона, поляризованного опреде
ленным образом. Дисперсионное соотношение (15) 
и общий вид волновых функций (4), (13) позво
ляют нам воспользоваться далее квазиклассической 

теорией синхротронного излучения, рассмотренной 

в [13, 14]. 
Не останавливаясь здесь на деталях расчета (они 

подробно изложены в [13, 14], в зависимости от вы
бора спинового оператора электрона меняется лишь 

конкретный вид коэффициентов (14)). Приведем 
сразу конечный результат. 

Пусть ((), r.p) - углы, характеризующие направле
ние излучения данной поляризации i в сферической 

системе координат. Тогда его мощность (с едини

цы длины по оси z) при переходе**) из данного 
состояния Ф (с учетом п » 1) во все допустимые 
нижележащие конечные состояния {Ф'} в первом 

порядке по е 2 можно представить в виде 

Wi = Wc1 J dysiп ()d()dr.pщ, 
27 у2 

W·=-- ф 1 128п3 _л5(1 +~у)4 t· 

3 (: 3 Н \ lVI 8 2 2 (:2 
десь ..,, = 2 Нс :л, wc1 = 27 е т ..,, - полная мощность 

синхротронного излучения ультрарелятивистского 

электрона в классическом пределе; безразмерная 

•) Нетрудно показать, что при расчете эффектов электромаг
нитного излучения из всех возможных комбинаций в нашей 

задаче играют существенную роль лишь три малых параметра: 

т/ Е, f), jlH / Е. При этом легко убедиться, что в лабо
раторных условиях (Е ~ 1 ГэВ, Н ~ 104 Гс) справедливо 
т/ Е, f) » jlH / Е, если только Ь » 10- 20 эВ, что оправдывает 
наше приближение для таких Ь. 

••) Здесь и далее Е = Е 1 
= + 1; начальное и конечные состо

яния рассматриваются с заданными значениями (, (' (усред
нение и суммирование по спиновым квантовым числам не 

производятся). 
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Зависимость Ф~(е) при k = 1 МэВ, (= ±1, построенная в полярных координатах (Ф,е) (нор
мированная так, что f~ siп е de Ф~ (е) = 1) для случая Н = 104 Гс, Е = 1 ГэВ, {} = 1 о- 3 . Рядом 

с обозначением кривой для каждого графика приведено значение коэффициента асимметрии а 

спектральная переменная у связана с энергией фо

тона k и электрона Е по формуле 

k 
Е 

О< у< +оо. 

Для величин Фi (i = ст, п), отвечающих ст
и п-компонентам линейной поляризации*), имеют 
место асимптотические выражения 

ф i = 1 + ( (' ф + + 1 - ( (' ф ~ 
2 t 2 t , 

где 

+ л2 ( л Фо- = Л (2 + ~у)ЛК213(z) -
- ((~у)(Л cos {) - cos О siп rJ)K1; 3(z)) 

2
, 

Ф;; = .Л 2 ( (~y)(cos О cos {) + Л siп rJ)Kl/З(z)) 2, 

и 

Ф; = .Л 2 ( (2 +~у) cos О K1; 3(z) + 
л )2 

+((~у) siп {) ЛК213(z) , 

Ф; = .\
2 ((~у) ( cos {) .ЛК213(z) + (ЛК 1 ;з (z))) 

2
; 

Kv(z) - функции Макдональда, 

(16) 

(17) 

•) Для ст - и к -компоненты в плоскости (ху) лежат векторы 
Е и Н соответственно. 

у(.Л)з .Л2 =1-(32 siп 2 0, (32 =1-Л2 . (18) Z=2 -л- , 

Коэффициенты перед Kv(z) в (16), (17) и величи
на z в (18) записаны в ведущем порядке по ,\ 
с учетом того, что, как нетрудно убедиться, этот 

порядок малости имеют также величины .Л и cos О 
(в области изменения О, где Kv(z) существенно 
отличны от нуля*)). 

При {) = О, п/2 формулы (16), (17), очевидно, 
переходят в хорошо известные выражения из теории 

синхротронного излучения поперечно и продольно 

поляризованного электрона соответственно, которые 

приведены, в частности, в [14]. 
Из (16), (17) видно, что эффект, связанный 

с присутствием в теории нарушения лоренц-инвари

антности, проявляется в виде асимметрии углового 

распределения относительно плоскости О= п/2. Та
кая асимметрия свойственна излучению продольно 

поляризованного электрона и полностью отсутству

ет в случае поперечной поляризации; напомним, что 

с учетом влияния аномального магнитного момен

та (без нарушения лоренц-инвариантности) именно 
«поперечная» поляризация сохраняется при движе

нии электрона в магнитном поле в случае, когда 

•) Физически это соответствует тому, что излучение уль 
трарелятивистской частицы сосредоточено вблизи плоскости 

() = ~, характерный максимальный угол отклонения от нее 
Л()-:::::. Л. 
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состояния электрона являются собственными для 

его гамильтониана, а зависимость волновой функ

ции от времени описывается множителем e - iEt [ 13]. 
Таким образом, при наличии нарушения лоренц-ин

вариантности (в выбранной нами в настоящей ра
боте форме) электрон получает продольную доба
вочную часть к своему сохраняющемуся спиновому 

оператору (см. (12)) и соответственно этому меня
ется его излучение. 

В случае экспериментального обнаружения асим

метрии углового распределения*) синхротронного 
излучения поляризованных электронов может быть 

получена оценка на величину (). Характер зависи 

мости Фt({:I) демонстрируют графики, приведенные 
на рисунке. 

Заключение 

Модификация углового распределения синхро

тронного излучения электрона, обусловленная на
личием нарушающего лоренц-инвариантность члена 

в лагранжиане (1), является в целом ожидаемым 
для такой модели эффектом (см. также, напр., [15]; 
эта работа, однако, как и [16], выполнена на 
полуклассическом уровне вне рамок расширенной 

стандартной модели и основана на феноменоло

гическом постулировании модифицированных ло

ренц-неинвариантных дисперсионных соотношений 

для электрона и фотона). Полученные в настоящей 
работе результаты при этом обязаны своим суще

ствованием, как это видно из их структуры, специ

фическому непертурбативному взаимодействию ано

мального магнитного момента электрона µ с нару

шающим лоренц-инвариантность конденсатом ьо: . 
Условие малости параметра () в лабораторных 

условиях (Е'"" 1 ГэВ, Н'"" 104 Гс), согласующееся 
с фактом наблюдаемости преимущественно попе

речной поляризации электронов [ 14], дает оценку 

Ь « µН'"" 10- 6 эВ, что сильнее, чем оценки, приве
денные, например, в [7]. При этом нетрудно понять, 
что в случае уверенного наблюдения излучения 

аномального магнитного момента (теория которого 

изложена в [ 12]) в отсутствие эффектов, связанных 
с () f= О, оценка становится значительно жестче: 
Ь < 1 о- 20 эВ (поскольку в этом случае должно быть 
справедливо () < µН / Е ). 

В процессе расчетов в настоящей работе мы 

считали величину µ постоянной, не зависящей ни 

от состояния частицы, ни от напряженности магнит

ного поля. Последовательный учет динамической 

природы аномального магнитного момента, однако, 

приводит к выводу о существовании такой зави 

симости, и в частности об убывании величины µ 
сростом энергии [13, 14, 17]. 

•) Для ее характеристики можно ввести , например, вели 

чину а = (Wup - Wctowп )/(Wup + Wctowп ), Где Wup = f~12 SiП (} d(} W, 

Wctown = s:/2 S iП (} d(} W; ЯСНО, ЧТО В ЛИНеЙНОМ приближении 
а ~ f), где коэффициент пропорциональности может быть по

лучен численно для любой заданной энергии фотонов. 
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Нетрудно понять, что присутствие в нашей модели 

нарушения лоренц-инвариантности (в виде малого 
поправочного члена в лагранжиане, по форме схоже

го с массовым) также оставляет этот вывод в силе. 
При этом ясно также, что для вычисления () в лиди 

рующем порядке по Ь (с соответствующим обезраз
меривающим коэффициентом) достаточно использо
вать известные стандартные выражения для описа

ния зависимости µ(~, iJ, приведенные, в частно
сти, в [13, 14, 17]. 

Таким образом, согласно (6), с ростом энергии 
электрона величина угла (), вообще говоря, воз 
растает. Это означает, что найденный в настоящей 
работе эффект асимметрии углового распределения 

синхротронного излучения должен проявлять себя 

доминирующим образом при любых сколь угодно 

больших значениях Е. 
Следует при этом отметить, что поскольку фор

мулы (16), (17) в настоящей работе получены 
в предположении () = coпst, то пользоваться ими 
(с учетом зависимости rJ (E)) можно, строго говоря, 
лишь для излучения сравнительно мягких фотонов, 

когда конечные состояния обладают приблизительно 

тем же значением (), что и начальное. 
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